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Цель дисциплины «Математическое моделирование 
экономических процессов и систем» – подготовка студентов для научной 
и практической деятельности в области принятия управленческих 
решений, оптимизации прикладных и информационных процессов. 
Задачи дисциплины – изучение динамических оптимизационных 
моделей, математических моделей оптимального управления для 
непрерывных и дискретных процессов, практических примеров их 
применения на макро- и микро-уровне и принятия управленческих 
решений. 
В результате изучения дисциплины студенты должны  
знать: 
− основы моделирования управленческих решений;  
− динамические оптимизационные модели; 
− математические модели оптимального управления для 
непрерывных и дискретных процессов. 
уметь: 
разрабатывать динамические оптимизационные модели и модели 
оптимального управления и проводить исследование на этих 
моделях.  
владеть: 
методами оптимального управления непрерывными и 
дискретными процессами для оптимизации прикладных и 
информационных процессов. 
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1. Простейшая задача управления запасами 
(однопродуктовая модель) 
1.1 Пример выполнения задания 
Постановка задачи 
Предприятию необходимо разработать календарную программу 
выпуска некоторого вида изделий на плановый период, состоящий из N 
отрезков. Предполагается, что для каждого из этих отрезков имеется 
точный прогноз спроса на выпускаемую продукцию. Время изготовления 
партии изделий мало, им можно пренебречь; продукция, производимая в 
течение отрезка времени с номером t, может быть использована для 
полного или частичного покрытия спроса в течение этого отрезка. 
Для разных плановых отрезков величина спроса может быть 
неодинаковой. На экономические показатели производства влияют 
размеры изготавливаемых партий, поэтому предприятию может быть 
выгодно произвести в течение некоторого отрезка продукцию в объеме, 
превышающем спрос на этом отрезке, и хранить излишки, используя их 
для удовлетворения последующего спроса. При этом хранение запасов 
продукции связано с определенными затратами.  
Затраты могут быть обусловлены различными факторами. 
Например: процентами на капитал, взятый взаймы для создания 
запасов; арендной платой за складские помещения; страховыми 
взносами; расходами по содержанию запасов. 
Цель состоит в разработке такой производственной программы, 
при которой общая сумма затрат на производство и на содержание 
запасов минимизируется при условии полного и своевременного 
удовлетворения спроса на продукцию. 
Построение математической модели 
Введем обозначения: 
xt – объем выпуска продукции в течение отрезка с номером t; 
it – уровень запасов на конец отрезка с номером t; 
Dt – спрос на продукцию для отрезка t. 
Относительно уровня спроса на выпускаемую продукцию будем 
предполагать: значения Dt для всех t являются неотрицательными 
целыми числами, причем к началу планового периода все значения Dt 
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известны. 
Относительно затрат, связанных с производством и хранением 
продукции, будем предполагать: величина затрат зависит от объема 
выпуска продукции xt, уровня запасов it  на конец отрезка t  и, возможно, 
от t. Обозначим: Сt(xt, it) – затраты на производство и хранение 
продукции на отрезке t. 







ttt ixC  
с учетом следующих ограничений на xt, it: 
? объемы производства продукции должны быть 
целочисленными:    xt  =  0, 1, 2, 3, …   (t = 1, 2, … N); 
? желателен нулевой уровень запасов на конец отрезка N:  iN = 0; 
? условие полного и своевременного удовлетворения спроса в 
пределах каждого отрезка: 
1) it = it –1  + xt – Dt       
или    it –1  + xt – it  = Dt   (t = 1, 2, … N), 
где  i0 – уровень запасов на начало планового периода; 
2) it  =  0, 1, 2, 3, …   (t = 1, 2, … N–1). 
Для получения задачи динамического программирования 
используется следующий подход: вычислительный процесс строится от 
конечного состояния к исходному. В связи с этим введем обозначения: 
dn  –  спрос на продукцию на отрезке, отстоящем от конца планового 
периода на n отрезков, включая рассматриваемый; 
сn(х, j) – затраты на отрезке n, связанные с выпуском х единиц 
продукции и с содержанием запасов, уровень которых на конец 
отрезка равен j единиц. 
Имеют место соотношения:   d1 = DN,   dN = D1;  
                                                  c1(x, j) = CN(x, j). 
Обозначим: 
fn(i) – стоимость, отвечающая стратегии минимальных затрат на n 
оставшихся отрезков при начальном уровне запасов i; 
хn(i) – выпуск, обеспечивающий достижение fn(i). 
Тогда рекуррентное соотношение динамического 
программирования имеет вид: 
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              f0(0) = 0, (1.1) 
                 ( ) ( ) ( )( ) ,,min 1 nnnnxn dxifdxixcif −++−+= −  (1.2) 
                                                                         при n = 1, 2, … , N, 
где    i = 0, 1, ... , d1 + d2 + … + dn, 
х – неотрицательные целые числа, удовлетворяющие условию 
                   dn – i  ≤  х  ≤  d1 + d2 + … + dn – i. 
Кроме того, возможно наличие дополнительных условий, 
связанных с ограничениями на объемы производства и объемы запасов, 
подлежащих хранению. 
Легко видеть, что в случае  iN = 0  соотношение (1.2) при n = 1 
сводится к равенству  
                     f1(i) = с1(d1 –i, 0),    i = 0, 1, ... , d1. (1.3) 
 
Последовательность вычислений 
Для решения поставленной задачи необходимо выполнение 
следующих действий: 
• вычисление f0(0) и f1(i) по формулам (1.1) и (1.3); 
• поочередное вычисление  f2(0), f2(1), … , f2(d1 + d2), затем f3(0), 
f3(1), … , f3(d1 + d2 + d3); 
                  ……………………………… 
• вычисление  fN –1(0),  fN –1(1), ... , fN –1(d1 + d2 + … + dN –1); 
• вычисление  fN(i0). 
Построение оптимальной производственной программы: 
• определение объема выпуска хN(i0), позволяющего достичь 
полученного значения fN(i0);  
• определение объема выпуска, позволяющего достичь 
значения    fN –1(i0 + хN(i0) – dN);        
• и т. д. 
 
Пример выполнения расчетов 
Для упрощения вычислений примем, что спрос и функция затрат 
одинаковы для всех отрезков планового периода.   
Пусть Dt = 3 ед. для всех отрезков; затраты на отрезке t равны 
сумме затрат на производство и стоимости содержания запасов, причем 
стоимость содержания запасов – линейная функция объема запасов: 
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                       Ct(xt, it) = С(xt) + h·it. 
Производственные затраты (первое слагаемое) определяются как сумма 
условно-постоянных затрат на операции по переналадке, равных 13 д. 
е., и пропорциональных затрат, равных 2 д. е. на каждую единицу 
продукции; при нулевом объеме производства производственные 
затраты отсутствуют (не учитываются затраты, связанные с арендой 
производственных помещений и т. п.). 
Предположим, что производственные мощности и складские 
площади предприятия ограничены, вследствие чего имеются 
ограничения:  xt ≤ 5 ед., it ≤ 4 ед. для любого отрезка t. 
С учетом сделанных предположений можно определить все 
возможные значения функции С(xt):   
    С(0) = 0,  С(1) = 15,  С(2) = 17,  С(3) = 19,  С(4) = 21,  С(5) = 23.  
Пусть для простоты  h = 1. 
Используя (1.1) – (1.3), с учетом дополнительных ограничений 
получим следующие соотношения динамического программирования: 
              f0(0) = 0, 
             












             ( ) ( ) ( ) ( )( ) ,331min 1 −++−+⋅+= − xifxixСif nxn  
                                                                         при n = 2, 3, … , N, 
где    i = 0, 1, 2, 3, 4, 
х – неотрицательные целые числа, удовлетворяющие условиям 

















т. е.      3 – i  ≤  х  ≤  min{ 5, 7 – i } 
       и    х  ≤  3·n – i. 
Для получения оптимальной программы необходимо вычислить 
все значения  fn(i), n = 1, 2, …, N.  При вычислениях «вручную» удобно 
использовать табличное представление промежуточных результатов. 
Таблица, построенная для каждого значения n, содержит одну строку 
для каждого возможного значения начального уровня запасов i, и один 
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столбец для каждого возможного значения выпуска х. Недопустимым 
сочетаниям i и х соответствуют «запрещенные» клетки. Каждое из чисел 
в «незапрещенных» клетках – сумма затрат для рассматриваемого 
отрезка и оптимальных затрат для всех последующих отрезков. В 
крайних справа столбцах таблицы находятся минимальное по строке 
значение fn(i) и соответствующий ему оптимальный выпуск  хn(i). 
Для рассматриваемого примера можно выстроить следующую 
последовательность шагов. 
 











и  С(0) = 0, С(1) = 15, С(2) = 17, С(3) = 19,   получим результаты, 
представленные в таблице 1.1. 
Таблица 1.1 
i x1(i) f1(i) 
0 3 19 
1 2 17 
2 1 15 
3 0 0 
 
? При n = 2   результаты расчетов представлены в таблице 1.2. 
Таблица 1.2 
х 
i 0 1 2 3 4 5 x2(i) f2(i) 
0    19+0+19 21+1+17 23+2+15 3 38 
1   17+0+19 19+1+17 21+2+15 23+3+0 5 26 
2  15+0+19 17+1+17 19+2+15 21+3+0  4 24 
3 0+0+19 15+1+17 17+2+15 19+3+0   0 19 
4 0+1+17 15+2+15 17+3+0    0 18 
 
Значения в «незапрещенных» клетках таблицы (кроме крайних 
правых столбцов) рассчитываются по правилу 
               С(х) + 1·(i + x – 3) + f1(i + x – 3), 
С(0) = 0,  С(1) = 15,  С(2) = 17, С(3) = 19,  С(4) = 21, С(5) = 23. 
 





i 0 1 2 3 4 5 x3(i) f3(i) 
0    19+0+38 21+1+26 23+2+24 4 48 
1   17+0+38 19+1+26 21+2+24 23+3+19 5 45 
2  15+0+38 17+1+26 19+2+24 21+3+19 23+4+18 4 43 
3 0+0+38 15+1+26 17+2+24 19+3+19 21+4+18  0 38 
4 0+1+26 15+2+24 17+3+19 19+4+18   0 27 
 
Значения в «незапрещенных» клетках таблицы (кроме крайних 
правых столбцов) рассчитываются по правилу 
               С(х) + 1·(i + x – 3) + f2(i + x – 3), 
С(0) = 0,  С(1) = 15,  С(2) = 17, С(3) = 19,  С(4) = 21, С(5) = 23. 
 
? И т. д. 
 
Значения fn(i) и соответствующие им объемы выпуска хn(i) для n ≤ 6 
представлены в таблице 1.4. 
Таблица 1.4 
i n = 1 n = 2 n = 3 n = 4 n = 5 n = 6 
x1(i) f1(i) х2(i) f2(i) х3(i) f3(i) х4(i) f4(i) х5(i) f5(i) х6(i) f6(i)
0 3 19 3 38 4 48 3, 4 67 5 79 4 96
1 2 17 5 26 5 45 5 64 5 74 5 93
2 1 15 4 24 4 43 5 54 4 72 4 91
3 0 0 0 19 0 38 0 48 0 67 0 79
4   0 18 0 27 0 46 0 65 0 75
 
На основе данных таблицы 1.4 можно определить оптимальную 
производственную программу для планового периода с числом отрезков 
N ≤ 6. 
Пусть, например, N = 6, плановые отрезки соответствуют месяцам, 
плановый период начинается в январе, причем исходный уровень 
запасов на начало января равен нулю. Схема построения оптимальной 
программы по таблице 1.4 показана на рис. 1.1. 
Уровень запасов на начало каждого месяца показан в первом 
столбце. Исходя из нулевого начального уровня запасов, получаем, что 
январский выпуск должен быть равен 4 ед. 
Тогда уровень запасов на начало февраля равен   
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                    i + х – d  =  0 + 4 – 3  =  1 (ед.) 
следовательно, февральский выпуск равен 5 ед. 
Уровень запасов на начало марта составит 1 + 5 – 3 = 3 (ед.), и 
мартовский выпуск должен быть равен 0 ед. И т. д. 
 
i n = 1 n = 2 n = 3 n = 4 n = 5 n = 6 
x1(i) f1(i) х2(i) f2(i) х3(i) f3(i) х4(i) f4(i) х5(i) f5(i) х6(i) f6(i)
0 3 19 3 38 4 48 3, 4 67 5 79 4 96
1 2 17 5 26 5 45 5 64 5 74 5 93
2 1 15 4 24 4 43 5 54 4 72 4 91
3 0 0 0 19 0 38 0 48 0 67 0 79
4   0 18 0 27 0 46 0 65 0 75
 




• январский выпуск равен 4 ед.; 
• февральский выпуск равен 5 ед.; 
• мартовский выпуск равен 0 ед.; 
• апрельский выпуск равен 4 ед.; 
• майский выпуск равен 5 ед.; 
• июньский выпуск равен 0 ед.; 
минимальная общая сумма затрат составляет 96 д. е. 
 
Анализ чувствительности решения 
Исследуем устойчивость полученного решения при изменении 
значений параметров модели. Для этого проведем анализ влияния 
длительности планового периода и исходного уровня запасов на 
оптимальную производственную программу. В частности, исследуем 
изменение оптимального значения январского выпуска при изменении 
этих параметров. 
? Длительность планового периода. 
Используя данные таблицы 1.4 и схему построения оптимальной 
программы, описанную выше, построим оптимальные производственные 
программы для плановых периодов длительности N = 1, 2, …, 6. Для 
каждой программы найдем общую сумму затрат и среднемесячные 
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затраты (получаются делением общих затрат на N). Результаты 
представлены в таблице 1.5. 
Таблица 1.5 




1 3      19 19 
2 3 3     38 19 
3 4 5 0    48 16 






3   67 16,75 
5 5 5 0 5 0  79 15,8 
6 4 5 0 4 5 0 96 16 
 
Анализируя данные таблицы 1.5, можно сделать следующие 
наблюдения: 
• оптимальный объем январского выпуска (как и вид 
производственной программы в целом) зависит от 
длительности планового периода; 
• зависимость не является монотонной (удлинение планового 
периода может вызвать как увеличение, так и сокращение 
январского объема производства); 
• при увеличении длительности планового периода имеется 
общая тенденция к убыванию среднемесячных затрат, но 
убывание происходит не монотонно, а с некоторыми 
колебаниями. 
? Исходный уровень запасов. 
Используя результаты, представленные в таблице 1.4, определим 
оптимальный объем январского выпуска при начальном уровне запасов 
i0 = 0, 1, 2, а также снижение общей суммы затрат за счет увеличения 
исходного запаса. Результаты показаны в таблице 1.6. 
Анализируя данные таблицы 1.6, можно сделать следующие 
наблюдения: 
• при N = 1 увеличение исходного запаса на 1 ед. приводит к 
такому же снижению январского выпуска; 
• при N = 2, 3, 4, 6  
 12
− увеличение исходного запаса от нуля до 1 приводит не к 
сокращению, а к росту январского производства; 
− увеличение исходного уровня запасов от 1 до 2 ед. приводит 
к разным результатам в зависимости от значения N; 
• снижение общей суммы затрат при единичном приращении 
исходного запаса существенно зависит от  
− длительности планового периода,  
− от того, рассматривается первое или второе единичное 





Снижение общей суммы затрат 
при единичном приращении 
исходного запаса 
i0 = 0 i0 = 1 i0 = 2 i0 = 1 i0 = 2 
1 3 2 1 2 2 
2 3 5 4 12 2 
3 4 5 4 3 2 
4 3, 4 5 5 3 10 
5 5 5 4 5 2 
6 4 5 4 3 2 
 
Скользящее планирование 
Предположим, что Dt = 3 и при t > N (заданный уровень спроса 
сохраняется и за пределами планового периода), но текущие решения 
об объеме выпуска принимаются только на основе данных для 
ближайших N месяцев.  
Используя таблицу 1.4, построим скользящий план для 
бесконечного планового периода с нулевым начальным уровнем 
запасов при N = 4 и N = 6. Результаты расчетов, представленные в 
таблице 1.7, показывают, что при данных условиях оптимальная 
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Как видно из таблицы 1.7,  
• для некоторых значений N может существовать несколько 
вариантов производственных циклов (которым могут 
соответствовать различные значения среднемесячных затрат); 
• вследствие имеющихся ограничений и характера функции затрат, 
одинаковые производственные циклы могут возникнуть при 
различных значениях N; 
• оптимальная производственная программа для бесконечного 
планового периода в общем случае не является оптимальной для 
конечного периода. 
 
1.2 Задание для самостоятельного выполнения 
Предприятию требуется разработать календарную программу 
выпуска некоторого вида изделий на плановый период, состоящий из N 
отрезков. Предполагается, что для каждого из этих отрезков имеется 
точный прогноз спроса на выпускаемую продукцию. Время изготовления 
партии изделий мало, им можно пренебречь; продукция, 
изготавливаемая в течение отрезка времени t, может быть использована 
для полного или частичного покрытия спроса в течение этого отрезка. 
Необходимо построить производственную программу с минимальной 
общей суммой затрат на производство и содержание запасов при 
условии полного и своевременного удовлетворения спроса на 
продукцию. 
Предположим, что функция затрат и уровень спроса на продукцию 
не являются постоянными в течение всего планового периода. Для N = 6 
имеются следующие данные: 
? функция затрат имеет вид 
         Ct(xt, it) = C0 + Ct·xt + h·it, 
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где  С1 = 1,  С2 = 4,  С3 = 3,  С4 = 5,  С5 = 7,  С6 = 4; 
1. спрос равен 
D1 = 10,  D2 = 15,  D3 = 8,  D4 = 25,  D5 = 12,  D6 = 30 ед. 
Кроме того, имеются ограничения на производственные мощности и 
объемы складируемых запасов: выпуск в течение одного отрезка не 
может превысить 20 ед., а уровень запасов на конец отрезка – 15 ед. 
Уровень запасов на конец планового периода должен быть равен нулю. 
1. Формализовать данную задачу в виде задачи динамического 
программирования.  
2. Написать программу, позволяющую определить оптимальные 
объемы производства и минимальную общую сумму затрат. Входные 
параметры (вводятся пользователем): i0, N, C0, С1, …, СN, h, D1, …, DN, 
максимально возможные значения выпуска и уровня запасов в 
течение одного отрезка. Обеспечить вывод значений  fn(i) и хn(i)  для  
n ≤ N. 
3. Выполнить расчеты и получить оптимальную производственную 
программу для N = 6, C0 = 0, i0 = 0 и h = 1,5 при указанных выше 
значениях спроса и затрат на производство. Указать альтернативные 
варианты оптимальной программы, если такие имеются. 
4. Выполнить анализ чувствительности полученного решения: 
исследовать 
а) зависимость оптимальной программы от величины исходного 
запаса (рассмотреть значения i0 = 0, 2, 5, 8); 
б) зависимость оптимальной программы от значения условно-
постоянных затрат (рассмотреть значения С0 = 0, 10, 20); 
в) зависимость оптимальной программы от стоимости хранения 
единицы продукции (рассмотреть значения h = 0; 1,5; 4). 
5. Выполнить анализ возможности улучшения плана при ослаблении 
ограничения на производственные мощности (увеличение 
максимального объема выпуска до 25 ед.). 
6. Выполнить расчеты и получить оптимальную производственную 
программу для N = 6, C0 = 0, i0 = 0 и h = 1,5 приняв следующие 
допущения: 
• уровень спроса на всех отрезках является постоянным и 
равным среднему значению, найденному исходя из 
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приведенных выше значений D1, …, DN, (дробное значение 
округляется до ближайшего целого); 
• величина пропорциональных производственных затрат 
является постоянной и равной среднему значению, 
найденному исходя из приведенных выше значений С1, …, СN. 
Сопоставить результаты с оптимальной программой, полученной в 
задании 3. 
7. Приняв допущения, указанные в задании 6, построить скользящий 
план для бесконечного периода при N = 6. Сопоставить результаты с 
оптимальной программой для конечного периода, полученной в 
задании 6. 
8. Оформить отчет. Содержание отчета: 
8.1. Постановка задачи динамического программирования. 
8.2. Результаты расчетов задания 3 (значения fn(i) и хn(i) для n ≤ 6, 
оптимальная производственная программа и соответствующее 
значение общих затрат). 
8.3. Расчеты, необходимые для проведения анализа в заданиях 4 и 
5, и выводы по результатам анализа. 
8.4. Результаты расчетов задания 6. 
8.5. Скользящий план для бесконечного периода при N = 6 и 
допущениях задания 6. 
 
2. Модель управления запасами с выпуклой функцией 
затрат 
2.1 Пример выполнения задания 
Постановка задачи 
Рассмотрим задачу определения оптимальной производственной 
программы в постановке, приведенной в п. 1.1. Будем предполагать, что  
? целевая функция (общая сумма затрат) для любого отрезка с 
номером t имеет вид 
                                Ct(xt, it) = Сt(xt) + ht(it) 
(сумма затрат на производство продукции в объеме xt и затрат, 
обусловленных наличием запаса в объеме it  на конец отрезка), где  
Ct(xt) ≥ 0,  Ct(0) = 0,  ht(it) ≥ 0, ht(0) = 0; 
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? балансовые уравнения для любого отрезка имеют вид 
                                     it = it –1 + xt – Dt, 









kt Dxii  
причем  i0 = 0,  а все Dt – неотрицательные целые; 
? xt  и  it  –  неотрицательные целые. 
Кроме того, предположим, что функция производственных затрат 
Сt(xt) и функция затрат на содержание запасов ht(it) являются выпуклыми 
(случай убывающей предельной эффективности при увеличении 
масштаба). 
Алгоритм построения оптимальной программы. 
Шаг 1 
Проверить выполнение условия существования допустимой 
программы: для каждого планового отрезка максимальный 
совокупный выпуск с начала планового периода должен быть не 
меньше совокупного спроса за этот же период. При выполнении 
условия перейти на шаг 2, в противном случае прекратить 
вычисления: допустимой производственной программы не 
существует. 
Шаг 2 
Пусть р – первый из отрезков, для которого еще не удовлетворенный 
спрос положителен (Dp > 0). Для каждого из отрезков 1, 2, ... , р  
рассмотреть приращение выпуска на единицу по сравнению с уже 
построенной частью производственной программы (цель – 
удовлетворение единичного спроса на отрезке р). Для каждого из р 
вариантов такого приращения вычислить общее увеличение затрат, 
вызванное увеличением объема выпуска и запасов.  
Шаг 3 
Выбрать вариант с минимальным увеличением затрат и изменить 
соответствующим образом уже построенную часть программы. Если 
имеется несколько таких вариантов, выбрать вариант с возможно 
более поздним увеличением выпуска. 
Шаг 4 
Уменьшить значение не удовлетворенного спроса Dp на единицу.  
Проверить, остается ли при этом хотя бы одно ненулевое значение 
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Dt. Если остается, то перейти к шагу 2; если нет – прекратить 
вычисления: текущая производственная программа является 
оптимальной. 
Пример выполнения расчетов 
Предприятие составляет программу выпуска продукции на шесть 
месяцев (с января по июнь). Данные о спросе по месяцам и о 
совокупном спросе (нарастающим итогом с начала года) приведены в 
таблице 2.1. 
Таблица 2.1 
 Янв. Февр. Март Апр. Май Июнь 
Спрос Dt 1 2 7 6 0 2 
Совокупный 
спрос 1 3 10 16 16 18 
 
В каждом месяце существует возможность выпуска заданного 
объема продукции при «нормальном» уровне затрат и некоторого 
дополнительного объема при повышенном уровне затрат (сверхурочные 
работы, организация дополнительных рабочих мест и т. п.). 
Соответствующие данные приведены в таблице 2.2. 
Таблица 2.2 
 Янв. Февр.Март Апр. Май Июнь
Затраты на 
единицу 
«нормальные» 2 4 2 5 2 6 




затратах 3 1 4 3 1 3 
при повышенных 
затратах 6 3 3 2 0 1 
Максимальный совокупный 
выпуск 9 13 20 25 26 30 
 
Затраты на содержание запасов линейны: 
                            ht(it) = ht · it, 
для простоты расчетов примем ht = 1 для всех отрезков. 
Производственные затраты каждого месяца можно описать 
функцией 




,  при    







где   rt     –  «нормальные» затраты на отрезке t, 
        st     –  повышенные затраты на отрезке t, 
   ut  и vt  –  верхние границы выпуска, соответствующие «нормальным» и  
                   повышенным затратам. 
Например, при t = 1         r1 = 2,  s1 = 5,  u1 = 3,  v1 = 3 + 6 = 9. 
Покажем, что функция производственных затрат является 
выпуклой. При xt < ut и при xt > ut функция линейна, поэтому является 
одновременно и выпуклой, и вогнутой. Остается провести исследование 
при xt = ut. 
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и функция Сt(xt) является выпуклой. 
В силу линейности затрат на содержание запасов и выпуклости 
функции производственных затрат в данной задаче можно использовать 
модель управления запасами с выпуклой функцией затрат. Для 
построения оптимальной программы может быть использован 
описанный выше алгоритм. 
Выполнение шагов алгоритма наглядно иллюстрируется путем 
табличного представления промежуточных результатов. Каждому 
месяцу соответствуют две строки, характеризующие объем выпуска в 
данном месяце, и один столбец, показывающий удовлетворение спроса 
в текущем месяце. Т. к., по условию, задержка в удовлетворении спроса 
не допускается, то выпуском каждого месяца можно удовлетворять 
спрос текущего и любого из последующих месяцев (но не предыдущего). 
Поэтому часть клеток в таблице являются «запрещенными» – см. 
таблицу 2.3. 
В каждой строке таблицы обозначены показатели затрат данного 
месяца (выделены красным цветом). При этом в крайних левых 
«незапрещенных» клетках каждого столбца проставляются 
производственные затраты; при перемещении вправо по строке 
учитываются затраты на хранение продукции. В данном примере 
величина затрат увеличивается на ht = 1 за каждый месяц хранения. 
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Таблица 2.3 







3  4 
 
5 6 7 3 
9  5 
 
6  7 
 
8 9 10 6 
Февр.  
4  5 
 
6 7 8 1 
13 6  7 
 




3 4 5 4 
20  6 
 
7 8 9 3 
Апр.  
5 6 7 3 
25 6 7 8 2 
Май  
2 3 1 
26 3 4 0 
Июнь  
6 3 
30 7 1 
Спрос Dt 1 2 7 6 0 2 
 Совокупный 
спрос 1 3 10 16 16 18 
 
Проверка условия существования допустимой программы сводится 
к сравнению значений в крайнем правом столбце и последней строке. 
Легко убедиться, что в данном примере допустимая программа 
существует. 
В соответствии с алгоритмом, необходимо выполнять поочередное 
удовлетворение каждой единицы спроса каждого месяца (январь, затем 
февраль и т. д.) с использованием  того из возможных выпусков, 
которому соответствуют минимальные затраты. Если имеются 
одинаково экономичные варианты, предпочтение должно быть отдано 
возможно более позднему выпуску. Значения выпуска, соответствующие 
текущей производственной программе, вносятся в таблицу (в таблице 
2.4 выделены синим цветом). 
В данном примере функция затрат на содержание запасов 
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линейна, а функция производственных затрат кусочно-линейна, поэтому 
количество вычислительных операций может быть сокращено за счет 
небольшой модификации алгоритма. На шаге 2 следует увеличивать 
значения выпуска не на единицу, а «порциями», соответствующими 
величине неудовлетворенного спроса на данном отрезке и 
производственным возможностям текущего и предшествующих 
отрезков. 
Так, 1 ед. январского спроса удовлетворяется январским выпуском 
при затратах, равных 2 д. е. за ед. продукции. После этого максимально 
возможное количество продукции, выпущенной в январе при 
«нормальных» затратах и доступное для удовлетворения спроса на 
последующих отрезках, становится равным 3 – 1 = 2 (ед.). 
 
Таблица 2.4 
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3 4 5 4 
20  6 
 
7 8 9 3 
Апр.  
5 6 7 3 
25 6 7 8 2 
Май  
2 3 1 
26 3 4 0 
Июнь  
6 3 
30 7 1 
Спрос Dt 1 0 2 0 7 6 0 2 
 Совокупный 
спрос 1 3 10 16 16 18 
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Далее, 2 ед. февральского спроса удовлетворяются январским 
выпуском при затратах, равных 3 д. е. за ед. продукции (с учетом затрат 
на хранение). На этом возможности январского выпуска при 
«нормальных» затратах исчерпаны. Текущая производственная 
программа (после двух итераций) представлена в таблице 2.4. 
На третьей итерации 4 ед. мартовского спроса удовлетворяются 
мартовским выпуском при затратах 2 д. е. за ед. продукции; 1 ед. – 
февральским выпуском при затратах 5 д. е. за ед.; 2 ед. – мартовским 
выпуском при затратах 6 д. е. за ед. продукции. 
Далее, 3 ед. апрельского спроса удовлетворяются апрельским 
выпуском при затратах 5 д. е. за ед; 2 ед. – апрельским выпуском при 
затратах 6 д. е. за ед.; 1 ед. – мартовским выпуском  при затратах 7 д. е. 
за ед. продукции. 
1 ед. июньского спроса удовлетворяется майским выпуском при 
затратах 3 д. е. за ед.; 1 ед. –  июньским выпуском при затратах 6 д. е. за 
ед. продукции. 
Результаты, полученные после завершения работы алгоритма, 
представлены в таблице 2.5. 
Итог. 
Оптимальная программа: 
х1 = 3,  х2 = 1,  х3 = 7,  х4 = 5,  х5 = 1,  х6 = 1  
    («использованный» выпуск каждого месяца); 
i1 = 2,  i2 = 1,  i3 = 1,  i4 = 0,  i5 = 1,  i6 = 0 
    (сумма  значений  выпуска  в  клетках,  расположенных  правее  
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      1 3  2 30 7 1 
Спрос Dt 1 0 2 0 7 3 2 06 3 1 0 0 2 1 0
 Совокупный 
спрос 1 3 10 16 16 18 
 
2.2 Задание для самостоятельного выполнения 
Предприятие должно разработать календарную программу выпуска 
продукции на плановый период, состоящий из N отрезков. Время 
изготовления партии продукции мало, им можно пренебречь; продукция, 
изготавливаемая в течение отрезка времени t, может быть использована 
для полного или частичного покрытия спроса в течение этого отрезка. 
На каждом отрезке существует возможность выпуска заданного числа 
единиц продукции при «нормальном» уровне затрат и некоторого 
дополнительного их числа при повышенном уровне затрат. 
Предприятию необходимо разработать производственную 
программу с минимальной общей суммой затрат на производство и 
содержание запасов при условии полного и своевременного 
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удовлетворения спроса на продукцию. 
Известно, что  
? затраты на содержание запасов линейны: 
                            ht(it) = ht · it; 
? производственные затраты каждого месяца можно описать 
функцией 




,  при    






где   rt     –  «нормальные» затраты на отрезке t, 
        st     –  повышенные затраты на отрезке t, 
    ut и vt  –  верхние  границы  выпуска,  соответствующие  
                   «нормальным» и повышенным затратам; 
? начальный уровень запаса равен нулю:  i0 = 0; 
? N = 6; 
? спрос равен 
               D1 = 2,  D2 = 2,  D3 = 7,  D4 = 6,  D5 = 1,  D6 = 2 (ед.); 
? максимально возможный выпуск при «нормальных» затратах 
составляет 
o u1 = 3,  u2 = 1,  u3 = 4,  u4 = 3,  u5 = 1,  u6 = 3 (ед.); 
? максимально возможный выпуск при повышенных затратах 
составляет 
o v1 = 6,  v2 = 3,  v3 = 3,  v4 = 2,  v5 = 0,  v6 = 1 (ед.); 
? «нормальные» затраты на единицу продукции составляют 
o r1 = 2,  r2 = 4,  r3 = 2,  r4 = 5,  r5 = 2,  r6 = 6 (д. е.); 
? повышенные затраты на единицу продукции составляют 
o s1 = 5,  s2 = 6,  s3 = 6,  s4 = 6,  s5 = 3,  s6 = 7 д. е.; 
? ht = h = 2 (для все отрезков); 
? уровень запасов на конец планового периода должен быть равен 
нулю. 
1. Показать, что функция затрат является выпуклой. 
2. С учетом описанных выше производственных возможностей для 
каждого значения t = 1, 2, ..., 6 определить максимальное значение 
совокупного спроса с начала планового периода, при котором 
существует возможность построения допустимой производственной 
программы. Выяснить, существует ли допустимая программа при 
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указанных в условии значениях спроса. 
3. Написать программу, позволяющую определить оптимальные 
объемы производства на каждом плановом отрезке и 
соответствующую им общую сумму затрат. Входные параметры 
(вводятся пользователем): N, h, D1, …, DN, u1, …, uN, v1, …, vN, r1, …, 
rN, s1, …, sN.  
4. Выполнить расчеты и получить оптимальную производственную 
программу для указанных выше значений  N,  Dt, ut, vt, rt, st.  
5. Выполнить анализ чувствительности полученного решения к 
изменению затрат на хранение единицы продукции (рассмотреть 
значения h = 0,1;  h = 2  и  h = 4).  
6. Предполагая, что совокупный спрос  Rp  удовлетворяет условиям 
    1 ≤ R1 ≤ 1,  1 ≤ R2 ≤ 7,  6 ≤ R3 ≤ 14,  10 ≤ R4 ≤ 20,   
    10 ≤ R5 ≤ 25,  12 ≤ R6 ≤ 27, 
найти значения Хр(S) и Хр(T), р = 1, 2, ... , N, определяемые теоремой 
о длительности планового периода и указать диапазоны изменения 
оптимальной программы Хр. Сделать чертеж. 
7. Оформить отчет. Содержание отчета: 
7.1. Обоснование предположения о выпуклости функции затрат. 
7.2. Ответы на вопросы задания 2 (с обоснованием). 
7.3. Описание алгоритма определения оптимальной 
производственной программы. 
7.4. Результаты расчетов задания 4 (оптимальная производственная 
программа и соответствующее значение общих затрат). 
7.5. Расчеты, необходимые для проведения анализа в задании 5, и 
выводы по результатам анализа. 
7.6. Границы изменения оптимальной программы при вариациях 
величины спроса, указанных в задании 6. Чертеж, 
иллюстрирующий эти результаты. 
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3. Модель управления запасами с вогнутой функцией 
затрат 
3.1 Пример выполнения задания 
Постановка задачи 
Рассмотрим задачу определения оптимальной производственной 
программы в постановке, приведенной в п. 1.1. Будем предполагать, что  
? целевая функция (общая сумма затрат) для любого отрезка с 
номером t имеет вид 
                                Ct(xt, it) = Сt(xt) + ht(it) 
(сумма затрат на производство продукции в объеме xt и затрат, 
обусловленных наличием запаса в объеме it  на конец отрезка), где  
Ct(xt) ≥ 0,  Ct(0) = 0,  ht(it) ≥ 0, ht(0) = 0; 
? балансовые уравнения для любого отрезка имеют вид 
                                     it = it –1 + xt – Dt, 
или             









kt Dxii  
причем  i0 = 0,  а все Dt – неотрицательные целые; 
? xt  и  it  –  неотрицательные целые. 
Кроме того, предположим, что функция производственных затрат 
Сt(xt) и функция затрат на содержание запасов ht(it) являются вогнутыми 
(случай возрастающей предельной эффективности при увеличении 
масштаба). 
Алгоритм построения оптимальной программы. 
Вычислительная схема определения плана выпуска продукции, 
обеспечивающего минимальные затраты, основана на следствии из 
теоремы о виде оптимальной программы: всегда существует 
оптимальная программа, в которой     it–1·xt = 0,    t = 1, 2, ... , N.  Поэтому 
определение оптимальной программы сводится к построению 
последовательности «точек возобновления»  –  отрезков, для которых   
xt > 0.  
Рекуррентное соотношение динамического программирования 
принимает вид 







=+= −=  (3.1) 
где 
сkj – общие затраты, связанные с производством на отрезке k+1  
объема продукции, необходимого для удовлетворения спроса 
на отрезках  k+1, …, j,     k = 0, 1, ..., N–1,   k+1 ≤ j ≤ N : 
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kj KKK  
fn  –  минимальная стоимость программы для отрезков от 1 до n  
при нулевом запасе на конец отрезка n. 
Обозначим: 
kn – значение k, при котором достигается значение fn.  
Тогда в плановом периоде, включающем первые n отрезков, номер 
отрезка, на котором должно произойти последнее возобновление 
программы, равен  kn + 1.  
Пример выполнения расчетов 
Предприятие должно разработать календарную программу выпуска 
продукции на плановый период, состоящий из N отрезков. Время 
изготовления партии продукции мало, им можно пренебречь; продукция, 
изготавливаемая в течение отрезка времени t, может быть использована 
для полного или частичного покрытия спроса в течение этого отрезка.  
Известно, что  
? N = 4; 
? затраты на содержание запасов линейны: 




iih =  
? Сt(0) = 0; остальные значения функции производственных затрат 
представлены в таблице 3.1. 
Таблица 3.1 
        хt 
  t 1 2 3 4 
1 5 10 15 16 
2 6 9 12  
3 5 7  




? спрос равен  Dt = 1 для всех плановых отрезков. 
Необходимо построить производственную программу с 
минимальной общей суммой затрат на производство и содержание 
запасов при условии полного и своевременного удовлетворения спроса 
на продукцию. 
Убедимся, что функция производственных затрат является 
вогнутой. Поскольку на третьем и четвертом отрезках имеется менее 
трех возможных значений xt, достаточно исследовать функции С1(x1) и 
С2(x2). Заметим, что для описания этих функций может быть 
использовано общее соотношение 
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где  сt > bt,  st ≥ 0. 
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Для кусочно-линейной функции Сt(xt) достаточно выполнить 
исследование при  xt = 1  и  xt = wt. 
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Таким образом, функция производственных затрат является 
вогнутой, а функция затрат на содержание запасов – линейной, поэтому 
в данной задаче можно использовать модель управления запасами с 
вогнутой функцией затрат. 
Определим значения сkj,  k = 0, 1, ..., 3,  k+1 ≤ j ≤ 4, в соответствии с 
(3.2): 
с01 = C1(D1) = C1(1) = 5; 
с02 = C1(D1+D2) + h1(D2) = C1(2) + h1(1) = 10 + 1/10 = 10,1; 
с03 = C1(D1+D2+D3) + h1(D2+D3) + h2(D3) = C1(3) + h1(2) + h2(1) = 
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      = 15 + 2/10 + 1/10 = 15,3; 
с04 = C1(D1+D2+D3+D4) + h1(D2+D3+D4) + h2(D3+D4) + h3(D4) =  
      = C1(4) + h1(3) + h2(2) + h3(1) = 16 + 3/10 + 2/10 + 1/10 = 16,6; 
с12 = C2(D2) = C2(1) = 6; 
с13 = C2(D2+D3) + h2(D3) = C2(2) + h2(1) = 9 + 1/10 = 9,1; 
с14 = C2(D2+D3+D4) + h2(D3+D4) + h3(D4) = C2(3) + h2(2) + h3(1) = 
      = 12 + 2/10 + 1/10 = 12,3; 
с23 = C3(D3) = C3(1) = 5; 
с24 = C3(D3+D4) + h3(D4) = C3(2) + h3(1) = 7 + 1/10 = 7,1; 
с34 = C4(D4) = C4(1) = 3. 
Результаты удобно представить в виде таблицы.  
Таблица 3.2. Значения сkj,  k = 0, 1, ..., 3,  k+1 ≤ j ≤ 4. 
        j 
  k 1 2 3 4 
0 5 10,1 15,3 16,6 
1  6 9,1 12,3 
2  5 7,1 
3  3 
 
Значения  fn  и  kn  вычислим в соответствии с (3.1), используя 
данные таблицы 3.2:  
f0 = 0; 
f1 = f0 + с01 = 0 + 5 = 5;     k1 = 0; 
f2 = min{f0 + с02, f1 + с12} = min{0+10,1; 5+6} = 10,1;    k2 = 0; 
f3 = min{f0 + с03, f1 + с13, f2 + с23} = min {0+15,3; 5+9,1; 10,1+5} = 14,1;  
               k3 = 1; 
f4 = min{f0 + с04, f1 + с14, f2 + с24, f3 + с34} = 
   = min{0+16,6; 5+12,3; 10,1+7,1; 14,1+3} = 16,6;    k4 = 0.  
Построение оптимальной программы: 
• N = 1 
х1 = 1  
(выпуск, удовлетворяющий спрос на одном плановом отрезке). 
• N = 2 
k2 = 0, следовательно, выпуск на 1-м плановом отрезке должен 
удовлетворять спрос на 1-м и 2-м отрезках, поэтому 
           х1 = 2,  х2 = 0.  
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• N = 3 
k3 = 1, следовательно 
1) выпуск на 2-м плановом отрезке должен удовлетворять спрос 
на 2-м и 3-м отрезках; 
2) выпуск на 1-м отрезке определяется оптимальной 
программой, полученной ранее для N = 1 (1-й отрезок 
рассматривается как отдельный плановый период). 
Поэтому    х1 = 1,  х2 = 2,  х3 = 0.  
• N = 4 
k3 = 0, следовательно, выпуск на 1-м плановом отрезке должен 
удовлетворять спрос на 1-м, 2-м, 3-м и 4-м отрезках, поэтому 
           х1 = 4,  х2 = 0,  х3 = 0,  х4 = 0. 
Итог: 
   х1 = 1                                        при N = 1; 
   х1 = 2,  х2 = 0                            при N = 2; 
   х1 = 1,  х2 = 2,  х3 = 0                при N = 3; 
   х1 = 4,  х2 = 0,  х3 = 0, х4 = 0    при N = 4. 
 
3.2 Задание для самостоятельного выполнения 
Предприятие должно разработать календарную программу выпуска 
продукции на плановый период, состоящий из N отрезков. 
Предполагается, что для каждого из этих отрезков имеется точный 
прогноз спроса на выпускаемую продукцию. Время изготовления партии 
продукции мало, им можно пренебречь; продукция, изготавливаемая в 
течение отрезка времени t, может быть использована для полного или 
частичного покрытия спроса в течение этого отрезка.  
Предприятию необходимо разработать производственную 
программу с минимальной общей суммой затрат на производство и 
содержание запасов при условии полного и своевременного 
удовлетворения спроса на продукцию. 
Известно, что  
? N = 6; 
? i0 = 0; 
? функция затрат имеет вид 
                    Ct(xt, it) = Ct(xt) + ht(it); 
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? затраты на содержание запасов линейны: 
                         ht(it) = ht · it ; 
? ht = h = 0,1 (для всех отрезков); 
? спрос для всех отрезков планового периода равен  Dt = 1; 
? уровень запасов на конец планового периода должен быть равен 
нулю. 
1. Показать, что функция затрат является вогнутой. 
2. Выяснить, удовлетворяет ли функция производственных затрат 
условиям теоремы о длительности планового периода для модели, 
учитывающей единовременные затраты. Получив ответ, обосновать 
возможность или невозможность модификации соотношения (3.1) на 
основании этой теоремы с целью сокращения объема вычислений. 
3. Написать программу, позволяющую определить оптимальные 
объемы производства на каждом плановом отрезке и 
соответствующую им общую сумму затрат. Входные параметры 
(вводятся пользователем): N,  h,  D1, …, DN.  
4. Выполнить расчеты и получить оптимальную производственную 
программу для указанных выше значений  N,  Dt, h.  
5. Выполнить анализ чувствительности полученного решения к 
изменению затрат на хранение единицы продукции (рассмотреть 
значения h = 0,1;  h = 0,5  и  h = 1).  
6. Выполнить анализ чувствительности полученного решения к 
изменению уровня спроса. Для этого  
а) рассмотреть значения Dt = 1 и Dt = 2;  
б) принять спрос, изменяющимся следующим образом:  
D1 = 1,  D2 = 2,  D3 = 1,  D4 = 2,  … 
7. Оформить отчет. Содержание отчета: 
7.1. Обоснование предположения о вогнутости функции затрат. 
7.2. Ответы на вопросы задания 2 (с обоснованием). 
7.3. Описание алгоритма определения оптимальной 
производственной программы. 
 31
7.4. Результаты расчетов задания 4 (оптимальная производственная 
программа и соответствующее значение общих затрат). 
7.5. Расчеты, необходимые для проведения анализа в заданиях 5 и 
6, и выводы по результатам анализа. 
 
4. Задача распределения ресурсов 
4.1 Пример выполнения задания 
Постановка задачи 
Торговая фирма должна распределить имеющийся у нее 
недельный запас в количестве N единиц продукции по s торговым 
точкам. Из опыта известно, что если направить yj ед. продукции в 
торговую точку с номером j, то прибыль от реализации этой продукции 
составит Rj(уj) д. е.  
Есть основания полагать, что для максимизации общей прибыли 
не следует направлять всю продукцию в одну торговую точку. Требуется 
найти оптимальное (с точки зрения совокупной прибыли) распределение 
имеющейся в наличии продукции по s торговым точкам, 
Построение математической модели 
С учетом принятых обозначений исходная задача сводится к 
задаче максимизации  






jj yR  (4.1) 
при ограничениях: 








? значения  yj  должны быть целочисленными: 
                  yj = 0, 1, 2, … , N    (j = 1, 2, …, s). (4.3) 
Для преобразования задачи (4.1) – (4.3) в задачу динамического 
программирования введем обозначения: 
gj(n) – прибыль, получаемая при оптимальном распределении n ед. 
продукции по торговым точкам  1, 2, ... ,  j;  
yj(n) – количество ед. продукции, направленных в торговую точку с 
номером j, и обеспечивающих прибыль  gj(n). 
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Замечание. 
Описанная задача не относится к разряду динамических в смысле 
многошагового процесса принятия решения. Многошаговое свойство в 
данном случае относится не к самой задаче, а к методу оптимизации, 
основанному на рассмотрении одной дополнительной торговой точки на 
каждом шаге. 
С учетом введенных обозначений рекуррентное соотношение 
динамического программирования записывается в виде 




K=−+= −  (4.4) 
          ( ) ,00 =ng  (4.5) 
где    n = 0, 1, 2, … , N, 
         максимум берется по  yj = 0, 1, …, n. 
Последовательность вычислений 
Для решения поставленной задачи при заданных числовых 
значениях функций прибыли Rj(уj) и известном N необходимо 
выполнение следующих действий: 
• вычисление g1(0), g1(1), ..., g1(N), 
• вычисление g2(0), g2(1), ..., g2(N), 
        …………………………… 
• вычисление gs(N)  
в соответствии с соотношением (4.4). 
Построение оптимального распределения выполняется путем 
выбора значений yj (в обратном порядке), дающих в совокупности gs(N). 
Общая постановка задачи распределения ресурсов с одним 
ограничением 
В рассмотренном примере ограничение (4.2) является линейным. 
Предложенный подход может применяться и в случае нелинейных 
ограничений. В этом случае постановка задачи оптимизации имеет вид 






jj yR  (4.6) 
при ограничениях: 








? значения  yj  должны быть целочисленными: 
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                  yj = 0, 1, 2, …     (j = 1, 2, …, s). (4.8) 
Если дополнительно предположить, что для любого j = 1, 2, …, s, 
функция Hj(уj) является неубывающей, принимает целочисленные 
значения при любом yj = 0, 1, 2,  …  и Hj(0) = 0; а также принять, что 
H1(у1) = у1, то можно показать, что допустимое решение существует при 
любом N.  
Рекуррентное соотношение динамического программирования, 
соответствующее задаче (4.6) –(4.8), имеет вид: 




K=−+= −  (4.9) 
     ( ) ,00 =ng  (4.10) 
где    n = 0, 1, 2, … , N, 
максимум берется по неотрицательным целочисленным значениям 
yj, удовлетворяющим условию Hj(уj) ≤ n. 
На каждую величину yj может быть наложено также ограничение 
сверху. 
Последовательность вычислений для построения оптимального 
решения – та же, что и для задачи (4.1) – (4.3). 
Пример выполнения расчетов 
Рассмотрим задачу (4.6) – (4.8), где   
? s = 3,   
? N = 8,   
? уj ≤ 2 при любом j,  
? значения функций Rj(уj) и Hj(уj) приведены в таблице 4.1. 
Таблица 4.1  
уj R1(у1) H1(у1) R2(у2) H2(у2) R3(у3) H3(у3)
0 0 0 0 0 0 0 
1 2 1 3 2 4,5 3 
2 4 2 6 4 4,5 6 
 
Можно заметить,  что в данном примере функции  R1(у1) = 2у1, 
R2(у2) = 3у2,  H1(у1) = у1,  H2(у2) = 2у2,  H3(у3) = 3у3  являются линейными, а 
функция R3(у3) нелинейна. 
Вычисление значений g1(0), ..., g1(N), …, gs(N) выполняется в 
соответствии с рекуррентными формулами (4.9) – (4.10). Необходимость 
учета ограничений, наложенных на значения yj, приводит к 
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формулировке следующих дополнительных условий: 
на первом шаге (j = 1) 





(возможности распределения ресурсов на первом шаге 
ограничены условиями на у1); 
на втором и третьем шаге (j = 2, 3) 






++≤ K  
(возможности общего распределения ресурсов за j шагов 
ограничены имеющимися условиями на у1, …, yj); 









(возможности распределения ресурсов на j-м шаге ограничены 
условиями на у1, …, yj-1). 
Для рассматриваемого примера выстраивается 
последовательность из трех шагов. 
? j = 1. 
      
















Учет дополнительного условия:  
       H1(у1) ≤ 2  при всех возможных значениях у1, поэтому n ≤ 2. 
Т. к. на первом шаге n = H1(у1), то достаточно рассмотреть только 
те значения у1, при которых H1(у1) = n. 
     При  n = 0: 
          H1(у1) = 0  при  у1 = 0,  поэтому   g1(0) = R1(0) = 0,  y1(0) = 0; 
     при  n = 1: 
          H1(у1) = 1  при  у1 = 1,  поэтому   g1(1) = R1(1) = 2,  y1(1) = 1; 
     при  n = 2: 
          H1(у1) = 2  при  у1 = 2,  поэтому   g1(2) = R1(2) = 4,  y1(2) = 2. 





Таблица 4.2  
n y1(n) g1(n) 
0 0 0 
1 1 2 
2 2 4 
3   
4   
5   
6   
7   
8   
 
? j = 2. 






      H1(у1) + H2(у2) ≤ 6  при всех у1, у2,  следовательно,  n ≤ 6; 
      H2(у2) ≥ n – 2. 
При  n = 0: 
       H2(у2) ≤ 0  при  у2 = 0,  поэтому  
                      g2(0) = R2(0) + g1(0) = 0,  y2(0) = 0; 
при  n = 1: 
       H2(у2) ≤ 1  при  у2 = 0,  поэтому  
                      g2(1) = R2(0) + g1(1) = 2,  y2(1) = 0; 
при  n = 2: 
       H2(у2) ≤ 2  при  у2 = 0 или у2 = 1,  поэтому 
            
( ) { } ( ) ( )( )( )













при  n = 3: 
       H2(у2) ≤ 3  при  у2 = 0 или у2 = 1,  
       H2(у2) ≥ 1  при  у2 = 1,  поэтому 
                     g2(3) = R2(1) + g1(1) = 5,     y2(3) = 1; 
при  n = 4: 
       H2(у2) ≤ 4  при  у2 = 0, у2 = 1 или у2 = 2, 
       H2(у2)  ≥ 2  при  у2 = 1 или у2 = 2,  поэтому 
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при  n = 5: 
       H2(у2) ≤ 5  при  у2 = 0, у2 = 1 или у2 = 2, 
       H2(у2) ≥ 3  при  у2 = 2,  поэтому 
             g2(5) = R2(2) + g1(1) = 8,     y2(5) = 2; 
при n = 6: 
       H2(у2) ≤ 6  при  у2 = 0, у2 = 1 или у2 = 2, 
       H2(у2) ≥ 4  при  у2 = 2,  поэтому 
               g2(6) = R2(2) + g1(2) = 10,     y2(6) = 2. 
Результаты, полученные при j = 2, сведены в таблицу 4.3. 
Таблица 4.3  
n y2(n) g2(n) 
0 0 0 
1 0 2 
2 0 4 
3 1 5 
4 1 7 
5 2 8 
6 2 10 
7   
8   
 
? j = 3. 






       H1(у1) + H2(у2) + H3(у3) ≤ 12  при всех у1, у2, у3,  поэтому n ≤ 12; 
       с учетом N = 8  получим  n ≤ 8; 
       H3(у3) ≥ n – 6. 
Вычисление значений y3(n) и g3(n) выполняется так же, как и 
вычисление y2(n) и g2(n) на втором шаге. Результаты третьего шага 




Таблица 4.4  
n y2(n) g2(n) 
0 0 0 
1 0 2 
2 0 4 
3 0 5 
4 0 7 
5 1 8,5 
6 0 10 
7 1 11,5 
8 1 12,5 
 
Общие результаты вычислений всех трех шагов показаны в 
таблице 4.5 
Таблица 4.5  
n y1(n) g2(n) y2(n) g2(n) y3(n) g3(n) 
0 0 0 0 0 0 0 
1 1 2 0 2 0 2 
2 2 4 0 4 0 4 
3   1 5 0 5 
4   1 7 0 7 
5   2 8 1 8,5 
6   2 10 0 10 
7     1 11,5 
8     1 12,5 
 
Построение оптимальной стратегии при N = 8: 
? j = s = 3:   n = N = 8,  по таблице 4.5 найдем  y3(8) = 1;   
? j = 2:     
           n = N – H3(y3) = 8 – 3y3 = 5,  по таблице 4.5 найдем  y2(5) = 2; 
? j = 1:      
           n = N – H3(y3) – H2(y2) = 8 – 3y3 – 2y2 = 1,   
           по таблице 4.5 найдем  y1(1) = 1.  
Итог: 
оптимальное распределение имеет вид  y1 = 1,  y2 = 2,  y3 = 1; 
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значение прибыли, получаемой при таком распределении, равно 
g3(8) = 12,5. 
 
4.2 Задание для самостоятельного выполнения 
Благотворительный фонд намерен выделить несколько своих 
сотрудников для сбора пожертвований в фирмах, офисы которых 
расположены в трех крупных административных зданиях. По 
предварительным оценкам, в случае выделения yj человек на здание j, 
можно добиться получения обязательств на благотворительные взносы 
общей суммой Rj(уj) сотен д. е., где Rj(0) = 0, остальные значения 
функций Rj(уj) представлены в таблице 4.6.  
Таблица 4.6  
           
yj 
Rj(уj) 
1 2 3 4 5 6 7 
R1(уj) 5 10 15 25 35 50 55 
R2(уj) 3 6 12 18 30 30 30 
R3(уj) 20 35 45 55 60 65 65 
 
(Никаких дополнительных пожертвований не удастся получить, если 
направить в здание 1 более семи человек, в здание 2 – более пяти и в 
здание 3 – более шести человек). 
1. Предположим, что благотворительный фонд может выделить на сбор 
пожертвований всего N человек. Определить, сколько человек нужно 
отправить в каждое здание, чтобы обеспечить максимальный общий 
сбор. Для этого выполнить следующие действия. 
1.1. Формализовать задачу, используя модель динамического 
программирования. 
1.2. Написать программу, позволяющую определить оптимальное 
распределение людей по зданиям и максимальную общую сумму 
сбора при заданном значении N (вводится пользователем). 
1.3. Найти оптимальное решение для N = 9, N = 10, N = 11 и N = 12. 
2. Предположим, что у директора фонда не хватает людей, и задача 
формулируется следующим образом: минимизировать число 
сотрудников, направляемых для сбора взносов, при условии, что в 
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трех зданиях необходимо получить обязательства на 
благотворительные взносы не менее R сотен д. е. 
2.1. Построить соответствующую модель динамического 
программирования. 
2.2. Написать программу, позволяющую определить оптимальное 
распределение людей по зданиям, общее количество человек, 
направляемых для сбора взносов, и общую сумму сбора при 
заданном значении R (вводится пользователем). 
2.3. Найти оптимальное решение при R = 80, R = 90 и R = 100. 
3. Оформить отчет. Содержание отчета: 
3.1. Модели динамического программирования для заданий 1 и 2. 
3.2. Алгоритмы построения оптимальной программы в условиях 
заданий 1 и п. 2. 
3.3. Результаты расчетов (оптимальное распределение людей и 
величина соответствующего сбора в условиях заданий 1 и 2). 
 
5. Задача о замене оборудования 
5.1 Пример выполнения задания 
Постановка задачи 
Чем дольше эксплуатируется некоторое оборудование, тем, с 
одной стороны, выше затраты на его обслуживание, а с другой – ниже 
его производительность. При достижении определенного срока замена 
оборудования может оказаться более выгодной, чем его дальнейшая 
эксплуатация. 
Требуется определить оптимальные сроки эксплуатации 
оборудования – стратегию замены оборудования, обеспечивающую 
максимальную прибыль от его эксплуатации, в рамках планового 
периода из N – 1 отрезков. 
Построение математической модели 
Примем следующее предположение. Затраты, отвечающие 
некоторой стратегии замены, включают две составляющие: 
рin – чистая стоимость замены оборудования возраста i на отрезке n 
новым оборудованием при условии продажи на этом отрезке 
старого оборудования по его остаточной стоимости;  
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kin – стоимость эксплуатации на отрезке n оборудования, возраст 
которого в начале этого отрезка равен i. 
Обозначим: 
rin – прибыль от эксплуатации на отрезке n оборудования, возраст 
которого в начале этого отрезка равен i; 
fn(i) – прибыль от эксплуатации оборудования, отвечающая 
оптимальной стратегии замены на отрезках n, n + 1, ..., N – 1, 
при условии, что в начале отрезка n возраст оборудования 
равен i годам. 
Тогда 
прибыль, получаемая при условии сохранения оборудования на 
отрезке n, равна 
                      fn(i) =  rin – kin + fn+1(i +1); 
прибыль, получаемая при условии замены оборудования на 
отрезке n, равна 
                     fn(i) =  r0n – рin – k0n + fn+1(1). 
Рекуррентное соотношение задачи о замене оборудования имеет 
вид 
     







K  (5.1) 
     ( ) .0=if N  (5.2) 
Последовательность вычислений 
Для решения поставленной задачи необходимо выполнение 
следующих действий: 
• поочередное вычисление fN(i), fN–1(i), fN–2(i), …, f2(i) по 
формулам (5.1), (5.2) для всех допустимых значений i; 
• вычисление f1(i0), где i0 – возраст оборудования на начало 
планового периода. 
Построение оптимальной стратегии:  
• на первом отрезке – выбор той из альтернатив (сохранить 
или заменить оборудование), которая обеспечивает значение 
f1(i0);  
• на втором отрезке – выбор той из альтернатив (сохранить 
или заменить оборудование), которая обеспечивает значение 
f2(i), где i = 1 или i = i0+1 в зависимости от решения, принятого 
 41
на первом отрезке;  
• и т. д. 
Пример выполнения расчетов 
Малому предприятию требуется определить оптимальную 
политику замены используемого в настоящее время трехлетнего 
механизма на протяжении следующих 4 лет (вплоть до начала пятого 
года). По истечении 4 лет механизм должен быть продан по остаточной 
стоимости. Предприятие требует обязательной замены механизма, 
который находится в эксплуатации 6 лет. Стоимость нового 
оборудования составляет 100 тыс. д. е. 
Данные о прибыли, стоимости обслуживания и остаточной 
стоимости оборудования представлены в таблице 5.1. 
Таблица 5.1  
Возраст i, г. Прибыль rin, д.е.
Стоимость 
обслуживания kin, д.е. 
Остаточная 
стоимость, д. е.
0 20 000 200 – 
1 19 000 600 80 000 
2 18 500 1 200 60 000 
3 17 200 1 500 50 000 
4 15 500 1 700 30 000 
5 14 000 1 800 10 000 
6 12 200 2 200 5 000 
 
Обозначим:  si – остаточная стоимость оборудования возраста i. 
С учетом требования продажи оборудования по остаточной 
стоимости в конце планового периода соотношение (5.2) должно быть 
модифицировано:  fN(i) = si. 
Сначала определим допустимые значения возраста оборудования 
для каждого отрезка рассматриваемого периода. Схема возможных 
стратегий замены оборудования, имеющего в начале планового периода 
возраст 3 года, и подлежащего обязательной замене по достижении 6-
летнего возраста, изображена на рис. 5.1 в виде сети. В узлах сети 
показан возраст оборудования на начало года, дугами обозначены 
возможные решения (продолжение эксплуатации или замена 
оборудования в текущем году). Принятие решения о сохранении 
оборудования в течение текущего года приводит к увеличению возраста 
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оборудования на 1 год к началу следующего отрезка; принятие решения 
о замене приводит к тому, что в начале следующего отрезка имеется 

























Рисунок 5.1 Возможные стратегии замены оборудования. 
 
Схема возможных стратегий (рис. 5.1), показывает, что при n = 2 
имеется только два допустимых значения i:  i = 1 и i = 4. При n = 3 – три 
допустимых значения i:  i = 1, i = 2 и i = 5;  при n = 4:  i = 1, i = 2, i = 3 и i = 
6;  при n = 5:  i = 1, i = 2, i = 3 и i = 4. 
Для построения оптимальной стратегии замены оборудования 
рассмотрим следующую последовательность шагов. 
? n = N = 5. 
       f5(i) = si. 
? n = 4. 
В соответствии с соотношением (5.1), 
        











Результаты вычислений (в тыс. д. е.) представлены в таблице 5.2. 
Таблица 5.2  
i ri4 – ki4 + si+1  r04 – pi4 – k04 + s1  f4(i) Решение 
1 19 – 0,6 + 60 20 – 100 + 80 – 0,2 +80 79,8 заменить 
2 18,5 – 1,2 + 50 20 – 100 + 60 – 0,2 +80 67,3 сохранить 
3 17,2 – 1,5 + 30 20 – 100 + 50 – 0,2 +80 49,8 заменить 
6  –  20 – 100 + 5 – 0,2 +80 4,8 заменить 
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? n = 3. 
В соответствии с соотношением (5.1), 
( ) ( ) ( ){ } .5,2,1,1,1max 4033034333 =+−−++−= ifkprifkrif iii  
Результаты вычислений (в тыс. д. е.) представлены в таблице 5.3. 
Таблица 5.3  
i ri3 – ki3 + f4(i+1) r03 – pi3 – k03 + f4(1)  f3(i) Решение 
1 19 – 0,6 + 67,3 20 – 100 + 80 – 0,2 +79,8 85,7 сохранить 
2 18,5 – 1,2 + 49,8 20 – 100 + 60 – 0,2 +79,8 67,1 сохранить 
5 14 – 1,8 + 4,8 20 – 100 + 10 – 0,2 +79,8 17 сохранить 
 
? n = 2. 
В соответствии с соотношением (5.1), 
( ) ( ) ( ){ } .4,1,1,1max 3022023222 =+−−++−= ifkprifkrif iii  
Результаты вычислений (в тыс. д. е.) представлены в таблице 5.4. 
Таблица 5.4  
i ri2 – ki2 + f3(i+1) r02 – pi2 – k02 + f3(1)  f2(i) Решение 




4 15,5 – 1,7 + 17 20 – 100 + 30 – 0,2 +85,7 35,5 заменить 
 
? n = 1. 
В соответствии с соотношением (5.1), 
( ) ( ) ( ){ }












       (расчеты в тыс. д. е.). 
        Решение: заменить оборудование. 
Построение оптимальной стратегии: 
• в начале первого года при i0 = 3 оптимальное решение – замена 
механизма; 
• в начале второго года i = 1; оптимальное решение – заменить 
или сохранить механизм (оба решения приводят к одному и тому 
же значению прибыли); 
• в начале третьего года 
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− в случае замены оборудования на втором году i = 1 и 
оптимальное решение – сохранить механизм; 
− в случае сохранения оборудования на втором году i = 2 и 
оптимальное решение – сохранить механизм; 
• в начале четвертого года 
− в случае замены оборудования на втором году i = 2 и 
оптимальное решение – сохранить механизм; 
− в случае сохранения оборудования на втором году i = 3 и 
оптимальное решение – заменить механизм; 
• в начале пятого года – продажа механизма по остаточной 
стоимости. 
Итог: 
получено две альтернативные оптимальные стратегии, 
представленные на рис. 5.2. 
Общая прибыль от эксплуатации механизма составит 55 300 д. е. 
 









Рисунок 5.2 Оптимальные стратегии замены оборудования в течение 
четырех лет. 
 
5.2 Задание для самостоятельного выполнения 
Группа ферм владеет трактором возраста i0 лет и планирует 
разработать стратегию его замены на последующие 5 лет. Трактор 
должен эксплуатироваться не менее 2 и не более 5 лет.  
В настоящее время новый трактор стоит 40 000 д. е., и, 
предполагается, что эта цена может увеличиваться за год на 5%. 
Годичная стоимость эксплуатации нового трактора равна 1 075 д. е. и, 
как ожидается, будет увеличиваться на 10% в год (в связи с износом). 
Остаточная стоимость трактора уменьшается за год на 12%. 
Предполагается, что прибыль от эксплуатации трактора не меняется на 
протяжении всего срока его эксплуатации. 
Необходимо определить стратегию замены трактора на 
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последующие 5 лет, минимизирующую затраты на его эксплуатацию, с 
учетом 
а) продажи трактора по остаточной стоимости по прошествии 5 лет; 
б) возможности его дальнейшей эксплуатации (не продавать) по 
истечении 5 лет. 
 
1. Построить соответствующие модели динамического 
программирования. 
2. Написать программу, позволяющую определить оптимальную 
стратегию замены механизма и общую сумму затрат с учетом 
условий  а) и  б) при заданном значении i0 (вводится пользователем). 
3. Найти оптимальные решения для i0 = 1, i0 = 2 и i0 = 3. 
4. Оформить отчет. Содержание отчета: 
4.1. Модели динамического программирования с учетом условий  а) 
и  б). 
4.2. Алгоритм построения оптимальной программы. 
4.3. Результаты расчетов для условий а) и б) (оптимальная 
стратегия замены оборудования и соответствующая величина 
затрат). 
 
6. Задача инвестирования 
6.1 Пример выполнения задания 
Постановка задачи 
В государственном управлении находятся две отрасли: А и В. Для 
развития этих отраслей выделены средства в объеме k0 д. е. Требуется 
разработать инвестиционную политику для этих отраслей на период, 
включающий N лет.  Известно: 
? функция годового дохода fА(x), получаемого при вложении x д. е. в 
отрасль А; 
? функция годового дохода fВ(у), получаемого при вложении у д. е. в 
отрасль В; 
? функции амортизационных отчислений zА(x) и zB(у) для отраслей А и 
В соответственно (за счет издержек, необходимых для получения 
доходов fА(x) и fВ(у), первоначальное количество средств 
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уменьшается соответственно до zА(x) и zB(у) ). 
Рассматривается следующая схема инвестиций: 
• вложенные на i-м этапе средства дают доход, который 
аккумулируется на отдельном счете и на последующих этапах в 
производство не вкладывается (происходит накопление 
капитала); 
• за счет амортизации остаток средств в конце i-го этапа 
уменьшается в соответствии с заданными функциями 
амортизации. 
Необходимо распределить средства по этапам и отраслям таким 
образом, чтобы суммарный доход, накопленный на отдельном счете за 
N лет, был максимальным. 
Построение математической модели 
Для рассматриваемой задачи основные компоненты модели 
динамического программирования определяются следующим образом: 
? этап i – календарный год (временной отрезок, для которого 
определяется количество и распределение инвестируемых 
средств); общее количество этапов равно N; 
? состояние S – количество k д. е., доступных для инвестирования, 
перед началом i-го этапа (с учетом амортизации);  
? управление Ui на i-м этапе – вложение xi д. е. в отрасль А и, 
соответственно,  k – xi  д. е. в отрасль В; 
? оператор перехода   
                             S' = φ(S, Ui) = zА(xi) + zВ(k – xi)   
определяет количество средств, которые можно будет 
инвестировать в начале следующего этапа; 
? локальный доход wi(S, Ui) на i-м этапе для состояния S при 
принятом управлении Ui  
                            wi(k, xi) = fА(xi) + fВ(k – xi). 
Функциональное уравнение Беллмана принимает вид: 
          
















−+=  (6.2) 
где  Wi(k) – условный оптимальный доход, полученный от инвестиций в 
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течение календарных лет:  i, i+1,  …,  N. 
Определение оптимальной стратегии 
Решение функционального уравнения выполняется методом 
обратной прогонки: 
? при i = N из соотношения (6.2) определяются оптимальное 
управление xN(k) и условный оптимальный доход WN(k) как функции 
аргумента k; 
? при i = N – 1 из соотношения 









с использованием уже найденной функции WN определяются 
оптимальное управление xN–1(k)  и условный оптимальный доход 
WN–1(k) (доход, полученный от инвестирования на (N–1)-м и N-м 
этапах) как функции аргумента k; 
        ····················· 
? при i = 1 для k = k0  из соотношения 





с использованием найденной на предыдущем этапе функции W2 
определяется оптимальное управление x1(k0) и оптимальный доход 
W1(k0). 
Пример выполнения расчетов 
Для развития отраслей А и В  на 5 лет выделено k0 д. е. 
Известно, что  
• годовой доход от вложения x д. е. в отрасль А определяется 
функцией  fА(x) = х2;   
• годовой доход от вложения k–x д. е. в отрасль В 
определяется функцией  fВ(k–x) = 2(k–x)2; 
• функции амортизационных отчислений имеют вид 
                  zА(x) = 0,75x;   zB(k–x) = 0,3(k–x). 
Необходимо распределить выделенные средства между 
отраслями по годам планируемого периода так, чтобы полный доход 
был максимальным. 
Разобьем плановый период на 5 этапов:  N = 5,   i = 1, 2, 3, 4, 5.  
Рассматриваемый процесс является непрерывным (величины k и x 
непрерывны), но для наглядности будем использовать индексы у этих 
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переменных (в соответствии с номером этапа). 
? При i = N = 5 













Требуется найти максимальное значение функции  
                    ( ) ( )2542555 2 xkxxg −+=    
на отрезке [0, k4]. 
Найдем критические точки функции: 
          















Значения функции в критической точке и на концах отрезка: 
                  
( ) ( )















































поэтому    ( ) ,2,0 24455 kkWx ==  
т. е. доход на последнем этапе будет максимальным, если все 
оставшиеся средства вложить в развитие отрасли В. 
? При  i = N – 1 = 4 
                      


























                      k4 = 0,75x4 +  0,3(k3 – x4), 
поэтому окончательно 
     
( ) ( ) ( )( )( )




























Требуется найти максимальное значение функции  
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               ( ) ( ) ( )2342432444 3,045,022 kxxkxxg ++−+=  
на отрезке [0, k3]. 
Найдем критические точки функции: 
         



















Значения функции в критической точке и на концах отрезка: 
      
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )








































поэтому    ( ) ,18,2,0 23344 kkWx ==  
т. е. на 4-м этапе все имеющиеся средства следует вложить в 
развитие отрасли В. 
? При  i = N – 2 = 3 
            


























                       k3 = 0,75x3 +  0,3(k2 – x3), 
поэтому окончательно 
      
( ) ( ) ( )( )( )




























Требуется найти максимальное значение функции  
               ( ) ( ) ( )2232322333 3,045,018,22 kxxkxxg ++−+=  
на отрезке [0, k2]. 
Найдем критические точки функции: 
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223 kkx ≈=  
Значения функции в критической точке и на концах отрезка: 
     
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )








































поэтому    ( ) ,23,2, 222323 kkWkx ==  
т. е. на 3-м этапе все имеющиеся средства следует вложить в 
развитие отрасли А. 
? При  i = N – 3 = 2 
              

























При этом:  
                     k2 = 0,75x2 +  0,3(k1 – x2), 
поэтому окончательно 
        
( ) ( ) ( )( )( )




























Требуется найти максимальное значение функции  
               ( ) ( ) ( )2122212222 3,045,023,22 kxxkxxg ++−+=  
на отрезке [0, k1]. 
Найдем критические точки функции: 
          














         .49,0
90,6
40,3
112 kkx ≈=  
Значения функции в критической точке и на концах отрезка: 
( ) ( ) ( ) ,20,23,0023,20200 2121212 kkkg =++−+=  
( ) ( ) ( )































поэтому    ( ) ,25,2, 211212 kkWkx ==  
т. е. на 2-м этапе все имеющиеся средства следует вложить в 
развитие отрасли А. 
? При  i = 1 
                


























                       k1 = 0,75x1 +  0,3(k0 – x1), 
поэтому окончательно 
        
( ) ( ) ( )( )( )




























Требуется найти максимальное значение функции  
               ( ) ( ) ( )2012102111 3,045,025,22 kxxkxxg ++−+=  
на отрезке [0, k0]. 
Найдем критические точки функции: 
        



















Значения функции в критической точке и на концах отрезка: 
    ( ) ( ) ( ) ,20,23,0025,20200 2020201 kkkg =++−+=  
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( ) ( ) ( )































поэтому    ( ) ,27,2, 200101 kkWkx ==  
т. е. на 1-м этапе все имеющиеся средства следует вложить в 
развитие отрасли А. 
Итог: 
оптимальное управление процессом распределения выделенных 
средств: 
• в течение первых трех лет средства следует вкладывать 
только в отрасль А; 
• в течение двух последних – только в отрасль В; 
найденное оптимальное управление справедливо для любого k0 > 0. 
При таком распределении средств за 5 лет будет получен 
максимальный доход, равный   
                                          ( ) .27,2 2001 kkW =  
 
6.2 Задание для самостоятельного выполнения 
В государственном управлении находятся две отрасли: А и В. Для 
развития этих отраслей выделены средства в объеме k0 д. е. Требуется 
разработать инвестиционную политику для этих отраслей на период, 
включающий N лет.  Известно: 
? N = 5; 
? k0 = 3 млн. д. е.; 
? функции годового дохода, получаемого при вложении x д. е. в 
отрасль А и, соответственно,  у д. е. в отрасль В имеют вид: 
             fА(x) = 1 – е–х   и   fВ(у) = 1 – е–2у ;   
? функции амортизационных отчислений имеют вид 
                  zА(x) = 0,75x;   zB(у) = 0,3у. 
Предполагается использовать схему инвестиций, описанную в п. 
6.1. Необходимо распределить выделенные средства между отраслями 
по годам планируемого периода так, чтобы полный доход был 
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максимальным. 
1. Формализовать задачу в виде модели динамического 
программирования. 
2. Применяя метод обратной прогонки, решить полученное в задании 1 
функциональное уравнение и построить оптимальную стратегию 
инвестирования при указанных значениях N и k0. 
3. Указать диапазон значений k0, для которых найденная стратегия 
будет оптимальной. 
4. Оформить отчет. Содержание отчета: 
4.1. Описание основных компонентов модели динамического 
программирования. 
4.2. Функциональное уравнение Беллмана. 
4.3. Описание алгоритма определения оптимальной стратегии. 
4.4. Оптимальная стратегия инвестирования и соответствующая 
величина суммарного дохода. 
 
7. Модели восстановления с бесконечным плановым 
периодом. Формула экономически выгодного размера 
партии 
7.1 Указания к выполнению задания 
Общая модель восстановления с бесконечным числом 
этапов 
Предположим, что  
? момент восстановления (решение о замене оборудования, 
размещение заказа на пополнение запасов и т. п.) можно выбирать 
из  N  альтернативных вариантов,  которым  присвоены  индексы   
k = 1, 2, ..., N;  
? если вариант k выбран в момент восстановления t, то следующий 
момент восстановления наступит на отрезке (t + k). 
Обозначим:  
Rk – затраты варианта k при их оценке в начале соответствующего 
периода восстановления. 
Примем допущение о стационарности затрат: величина Rk не 
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зависит от того, о каком именно периоде восстановления идет речь. 
Требуется определить стратегию восстановления, обеспечивающую 
минимальные общие затраты. 
Модель для бесконечного планового периода строится как 
обобщение соответствующей модели для планового периода с 
конечным числом отрезков. Для конечного планового периода введем 
обозначение: 
fn – интегральные дисконтированные затраты для оптимальной 
стратегии восстановления, при которой один из 
альтернативных вариантов должен быть выбран за n отрезков 
до конца планового периода. 
Пусть выбран вариант k, тогда затраты составят Rk. Если в 
следующий момент восстановления (на отрезке (n–k)) также 
принимается оптимальное решение, то дальнейшие затраты составят 
αk·fn–k, где αk – коэффициент дисконтирования будущих затрат к 
настоящему моменту. 
За n отрезков до конца планового периода  
• при n ≥ N оптимальной является стратегия, определяемая 
рекуррентным соотношением 













K  (7.1) 
• при n < N минимум отыскивается при  k = 1, 2, ..., n. 
Теперь предположим, что число плановых отрезков бесконечно: 
каждый раз, когда наступает очередной момент восстановления, 
принятие решения осуществляется в условиях бесконечного планового 
периода. Можно доказать, что существует оптимальная стратегия, 
которая является стационарной, т. е. в каждый момент восстановления 
выбирается один и тот же вариант k. Тогда при α ≠ 1 соответствующим 
обобщением соотношения (7.1) является функциональное уравнение 
                 ( ) .10,min
,,2,1






При α ≠ 1 уравнение (7.2) имеет однозначное конечное решение, равное 










Rf αK  (7.3) 
оптимальная стационарная стратегия соответствует выбору любого k, 
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которое позволяет получить оптимальное значение f. 
Если в уравнении (7.2) заменить величину f (равную интегральному 
дисконтированному доходу для стационарной стратегии) на 
эквивалентный средний доход  g = (1 – α)·f,  то после преобразований 
равенство (7.3) примет вид 









Rg ααα KK  (7.4) 
Соотношение (7.4) можно использовать при 0 ≤ α ≤ 1: 
• при 0 ≤ α < 1 стратегия, оптимальная согласно (7.3), будет 
оптимальной и согласно (7.4); 
• при α = 1 оптимальная стратегия определяется в 
соответствии с  








Стационарная модель управления производством и 
запасами с вогнутой функцией затрат 
Пусть функции затрат на производство продукции и содержание 
запасов являются стационарными и имеют вид 





,0  при  0






                          ht(it) = h·it       для всех t, 
где  s ≥ 0, с ≥ 0 и h > 0;  
хt – объем выпуска продукции на отрезке t (или размер заказа в 
начале отрезка t);  
it  –  уровень запасов на конец отрезка t. 
Предположим, что спрос является стационарным: Dt = D для всех t, 
и должен быть полностью и своевременно удовлетворен. 
Обозначим: Q – объем выпуска (заказа) в момент восстановления, 
если исходный запас на начало  планового периода равен нулю. При 
конечном плановом периоде Q = kD, где k – положительное целое 
число. Если предположить, что такой же характер решения сохраняется 
и для бесконечного планового периода, то задача сводится к 
нахождению значения k, позволяющего минимизировать средние 
затраты за отрезок. 
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В данном случае Rk – сумма затрат на переналадку (размещение 
заказа), производство (закупку) продукции и содержание запасов: 
( ) ( ) ( ) .
2
121 −⋅++=++−+−++= kkhDckDshDDkhDkhckDsRk K  
Средние затраты за отрезок составят 







В соответствии с (7.5), требуется найти минимальное значение 
функции Rk /k. Найдем ее критические точки: 




































то единственная критическая точка функции является точкой ее 
глобального минимума.  
При                  
hD
sk 2=    (7.6) 
                     .2
h
sDkDQ ==  (7.7) 
Итог: 
оптимальная стратегия состоит в том, чтобы производить 
(заказывать) 
h
sDkDQ 2==  ед. продукции через каждые 
hD
sk 2=   ед. времени.  
Выражение (7.7), определяющее оптимальное значение Q, 
называется формулой экономически выгодного размера партии 
(ЭВРП). 
Замечание. 
Формулы (7.6) и (7.7) являются приближенными, т. к. получаемые 
величины в общем случае не являются целочисленными. 
Если найденное из (7.6) значение k не есть целое число, то 
 57
оптимальную стратегию можно найти так: 
− вычислить средние затраты за отрезок Rk/k для двух 
ближайших к k целых чисел (большего и меньшего),  
− выбрать лучшее из полученных значений. 
 
Если пополнение запаса не происходит мгновенно, а существует 
положительный срок выполнения заказа l (временнóе запаздывание) от 
момента размещения заказа до реальной поставки, то результаты (7.6) и 
(7.7) остаются в силе, но момент восстановления не совпадает с 
моментом, когда уровень запасов становится нулевым. 
При l < k (время выполнения заказа меньше продолжительности 
периода восстановления) момент восстановления наступает тогда, 
когда уровень запасов опускается до значения  l·D ед. 
При l > k  (время выполнения заказа больше продолжительности 
периода восстановления) необходимо определить эффективный срок 
выполнения заказа 





( [z] означает наибольшее целое, не превосходящее z). 
Момент восстановления наступает, когда уровень запасов 
опускается до le·D. 
Пример выполнения расчетов 
Неоновые лампы в университетском городке заменяются с 
интенсивностью 100 штук в день. Стоимость размещения заказа на 
покупку ламп составляет 100 д. е. Стоимость хранения лампы на складе 
оценивается в 0,02 д. е. в день. Срок выполнения заказа от момента его 
размещения до реальной поставки равен 12 дней. Требуется 
определить оптимальную стратегию заказа неоновых ламп. Изменится 
ли оптимальная стратегия, если потребность в замене ламп возрастет 
до 110 штук в день?  
По условию, функции затрат на закупку ламп и содержание 
запасов являются стационарными и могут быть записаны в виде 





,0  при  0






                          ht(it) = h·it       для всех t, 
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где  s – стоимость размещения заказа на покупку ламп, s = 100 д. е.;  
с – стоимость одной лампы, с ≥ 0;  
хt – объем заказа на поставку ламп в начале отрезка t;  
h – стоимость хранения одной лампы на складе в течение одного 
дня, h = 0,02 д. е.;  
it  –  уровень запаса ламп на конец отрезка t. 
Спрос является стационарным: Dt = D = 100 шт. для всех t. 
Следовательно, в данном случае можно использовать 
стационарную модель управления запасами с вогнутой функцией 
затрат.  
Период восстановления в соответствии с (7.6) составит 
                      10
10002,0
1002 =⋅
⋅=k    (дней); 
оптимальный размер заказа в соответствии с (7.7) составляет 
                    1000
02,0
1001002 =⋅⋅=Q    (штук). 
По условию, срок выполнения заказа равен l = 12 дней; эта 
величина больше продолжительности периода восстановления k. 
Поэтому необходимо найти эффективный срок выполнения заказа: 








llle     (дня). 
Момент восстановления имеет место при уровне запаса 
                               le·D  =  2·100 = 200  (штук). 
Тогда оптимальная стратегия заказа неоновых ламп состоит в том, 
чтобы заказывать 1000 ламп, когда уровень их запаса уменьшается до 
200 шт. Интервал между заказами будет составлять 10 дней. 
При увеличении потребности в замене ламп до 110 штук в день 
период восстановления в соответствии с (7.6) составит 




Полученное значение k не является целым, поэтому нужно 















10 +=⋅⋅+⋅+= ccR  
Ясно, что при увеличении потребности в лампах до 110 штук в день 
период восстановления должен оставаться равным 10 дням. При этом 
оптимальный размер заказа составит 
                         1100== kDQ   (штук). 
Момент восстановления имеет место при уровне запаса 
                               le·D  =  2·110 = 220  (штук). 
Таким образом, оптимальная стратегия будет состоять в том, 
чтобы заказывать 1100 ламп, когда уровень их запаса уменьшается до 
220 шт. Интервал между заказами будет по-прежнему составлять 10 
дней. 
 
7.2 Задания для самостоятельного выполнения 
Задание 7.1 
Ресторан заказывает мясной фарш в начале каждой недели для 
удовлетворения недельного спроса в 140 кг. Фиксированная стоимость 
размещения заказа равна 20 д. е. Стоимость размораживания и 
хранения одного килограмма фарша оценивается в 0,06 д. е. в день. 
1. Определить недельные затраты ресторана, связанные с 
размещением заказов и содержанием запаса при существующей 
стратегии пополнения запаса. 
2. Предполагая, что потребность в фарше одинакова для всех дней 
недели, построить модель восстановления для описанной ситуации.  
3. Определить оптимальную стратегию управления запасами, 
предполагая, что время выполнения заказа от момента его 
размещения до реальной поставки равно нулю. Найти разность 
между текущими недельными затратами ресторана и затратами, 
соответствующими оптимальной стратегии. 
4. Оформить отчет. Содержание отчета: 
4.1. Недельные затраты ресторана при существующей стратегии 
пополнения запаса. 
4.2. Модель восстановления для описанной в условии ситуации. 
4.3. Оптимальная стратегия управления запасами (с обоснованием). 
 60
4.4. Величина сокращения недельных затрат ресторана в случае 
принятия оптимальной стратегии. 
 
Задание 7.2 
Отель использует внешнюю прачечную для стирки полотенец. За 
день в отеле накапливается 600 грязных полотенец. Прачечная 
забирает грязные полотенца и заменяет их чистыми через постоянные 
промежутки времени. Стоимость однократной доставки полотенец в 
прачечную и обратно составляет 81 д. е. Стирка одного полотенца 
обходится в 0,6 д. е. Стоимость хранения в отеле грязного и чистого 
полотенец равна соответственно 0,02 и 0,01 д. е. 
1. Построить модель восстановления для описанной ситуации. 
2. Определить оптимальную стратегию управления запасами полотенец 
и средние затраты отеля на стирку и хранение полотенец при условии 
использования оптимальной стратегии. 
Указание:  
имеется два типа складируемых предметов. Если количество 
грязных полотенец возрастает, то количество чистых уменьшается 
на эту же величину. 
 
3. Оформить отчет. Содержание отчета: 
3.1. Модель восстановления для описанной в условии ситуации. 
3.2. Модификация формул (7.6) и (7.7), связанная с наличием двух 
типов складируемых предметов. 
3.3. Оптимальная стратегия управления запасами (с обоснованием). 
 
8 Элементарная модель управления запасами в 
стохастическом варианте 
8.1 Пример выполнения задания 
Постановка задачи 
Рассмотрим ситуацию, описанную в п. 1. Предприятию необходимо 
разработать календарную программу выпуска некоторого вида изделий 
на плановый период, состоящий из N отрезков. Время изготовления 
партии изделий мало, им можно пренебречь; продукция, производимая в 
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течение каждого планового отрезка, может быть использована для 
полного или частичного покрытия спроса в течение этого отрезка.  
Предположим теперь, что уровень спроса – дискретная случайная 
величина, закон распределения которой известен, причем значения 
спроса на каждом отрезке независимы от значений спроса на остальных 
отрезках.  
Цель состоит в разработке производственной программы, 
минимизирующей общую сумму затрат на производство и на 
содержание запасов, при условии полного и своевременного 
удовлетворения спроса на продукцию. При этом необходимо учитывать, 
что стохастический характер величины спроса приводит и к 
стохастическому характеру величины затрат (уровень запасов, 
подлежащих хранению, зависит от величины спроса на данном отрезке). 
Построение математической модели 
Общий подход к построению стохастических динамических 
моделей, предназначенных для оптимизации некоторой 
последовательности значений эффекта, состоит в том, что целевая 
функция представляет собой ожидаемое значение (математическое 
ожидание) ее детерминированного аналога. Применим этот подход для 
анализа рассматриваемой задачи, используя результаты, полученные в 
п. 1.1. 
Будем использовать обозначения: 
x – объем выпуска продукции в течение текущего отрезка; 
i  – уровень запасов на начало текущего отрезка; 
D – уровень спроса на продукцию для одного планового отрезка 
(случайная величина с заданным законом распределения); 
С(x, j) – затраты на производство х ед. и хранение j ед. продукции; 
fn(i) – стоимость, отвечающая стратегии минимальных затрат на n 
оставшихся отрезков при начальном уровне запасов i; 
хn(i) – выпуск, обеспечивающий достижение fn(i). 
Предположим, что затраты на каждом отрезке равны сумме затрат 
на производство и стоимости содержания запасов, причем стоимость 
содержания запасов – линейная функция объема запасов: 
                       C(x, j) = С(х) + h·j. 
Предположим также, что 
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? в конце планового периода складские запасы не принимаются во 
внимание и не приводят к затратам на хранение (в 
детерминированной модели уровень запасов на конец планового 
периода полагался равным нулю);  
? объем производства должен быть достаточен для того, чтобы 
запасы никогда не истощались (не принимали отрицательных 
значений). 
При заданном уровне i запасов на начало отрезка ожидаемые 
затраты на этом отрезке при реализации оптимальной стратегии 
включают 
• затраты С(х) на производство х ед. продукции; 
• ожидаемые затраты на хранение (по состоянию на конец 
отрезка, т. е. в объеме i + х – D); 
• ожидаемые затраты, которые будут иметь место в 
последующие отрезки планового периода:   M(fn–1(i + х – D) ). 
Поэтому рекуррентное соотношение динамического 
программирования примет вид: 
            f0(0) = 0, (8.1) 
          ( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ,min 1 DxifMDxiMhxCif nxn −++−+⋅+= −  (8.2) 
                                                                         при n = 1, 2, … , N, 
причем ограничения на х определяются с учетом возможных значений 
величины D. Кроме этого могут быть наложены дополнительные 
условия, связанные с ограничениями на объемы производства и объемы 
запасов, подлежащих хранению. 
Пример выполнения расчетов 
Предположим, что уровень спроса D – случайная величина, 
которая может принимать одно из двух равновероятных значений (на 
каждом отрезке независимо от других отрезков): 
D 2 4 
р 0,5 0,5 
 
При этом среднее значение спроса, равное  
                         M(D) = 2·0,5 + 4·0,5 = 3, 
совпадает с постоянной величиной спроса в задаче п. 1.1. 
Производственные затраты С(х) определяются так же как в п. 1.1: 
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сумма условно-постоянных затрат на операции по переналадке, равных 
13 д. е., и пропорциональных затрат, равных 2 д. е. на каждую единицу 
продукции; при х = 0  С(х) = 0. 
Предположим, что производственные мощности и складские 
площади предприятия ограничены, вследствие чего имеются 
ограничения:  x ≤ 5 ед., i ≤ 4 ед. для любого планового отрезка. 
С учетом сделанных предположений можно определить все 
возможные значения функции С(x):   
    С(0) = 0,  С(1) = 15,  С(2) = 17,  С(3) = 19,  С(4) = 21,  С(5) = 23.  
Пусть для простоты  h = 1. 
Сформулируем ограничения на х. 
? Наибольшее значение спроса равно 4 ед., запасы не должны 
принимать отрицательных значений (т. е.  i + х – D ≥ 0),  поэтому       
i + x ≥ 4   на каждом отрезке. 
? Наименьшее значение спроса равно 2 ед., уровень запасов в конце 
отрезка не может превышать 4 ед. (т. е.  i + х – D ≤ 4), поэтому на 
каждом отрезке    i + x ≤ 6. 
? Ограничение на производственные мощности  x ≤ 5. 
Таким образом, х – неотрицательные целые числа, 
удовлетворяющие условиям 
                       4 – i  ≤  х  ≤  min{ 5, 6 – i }. 
Рекуррентные соотношения: 
• при n = 1 
                    ( ) ( ) 4,3,2,1,0,41 =−= iiCif  
(затраты на производство такого количества продукции, чтобы с 
учетом имеющихся запасов мог быть удовлетворен максимально 
возможный уровень спроса). 
• при n = 2, 3, … 
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

































Таким образом, получена следующая задача динамического 
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программирования: 
                ( ) ( ) ,4,3,2,1,0,41 =−= iiCif  
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где    i = 0, 1, 2, 3, 4, 
х – неотрицательные целые числа, удовлетворяющие условиям 
       4 – i  ≤  х  ≤  min{ 5, 6 – i }. 
Главное отличие рекуррентного соотношения, полученного в п. 1.1 
для детерминированной модели, от соотношения (8.3) состоит в том, что 
в последнем случае необходимо произвести дополнительные 
вычисления, связанные с определением   M(fn–1(i + х – D) ). 
Выполним необходимые расчеты. 
 











и С(0) = 0, С(1) = 15, С(2) = 17, С(3) = 19, С(4) = 21,  получим 
результаты, представленные в таблице 8.1. 
Таблица 8.1 
i x1(i) f1(i) 
0 4 21 
1 3 19 
2 2 17 
3 1 15 
4 0 0 
 
? При n = 2    
            












х – неотрицательные целые, удовлетворяющие условию 
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             4 – i  ≤  x  ≤ min {5, 6 – i }, 
С(0) = 0,  С(1) = 15,  С(2) = 17, С(3) = 19,  С(4) = 21, С(5) = 23. 
Результаты расчетов представлены в таблице 8.2. 
Таблица 8.2 
х 
i 0 1 2 3 4 5 x2(i) f2(i) 
0     21+1+19 23+2+17 4 41 
1    19+1+19 21+2+17 23+3+8,5 5 34,5
2   17+1+19 19+2+17 21+3+8,5  4 32,5
3  15+1+19 17+2+17 19+3+8,5   3 30,5
4 0+1+19 15+2+17 17+3+8,5    0 20 
 
? При n = 3    
               












х – неотрицательные целые, удовлетворяющие условию 
             4 – i  ≤  x  ≤ min {5, 6 – i }, 
С(0) = 0,  С(1) = 15,  С(2) = 17, С(3) = 19,  С(4) = 21, С(5) = 23. 
Результаты расчетов представлены в таблице 8.3. 
Таблица 8.3 
  х 
i   0 1 2 3 4 5 x3(i) f3(i)
0     21+1+36,75 23+2+32,5 5 57,5
1    19+1+36,75 21+2+32,5 23+3+26,25 5 52,25
2   17+1+36,75 19+2+32,5 21+3+26,25  4 50,25
3  15+1+36,75 17+2+32,5 19+3+26,25   3 48,25
4 0+1+36,75 15+2+32,5 17+3+26,25    0 37,75
 
Можно показать, что для любого n ≥ 3  оптимальной будет одна и 
та же производственная программа.  Значения  fn(i) и хn(i)  для  n ≤ 5  и   








i n = 1 n = 2 n = 3 n = 4 n = 5 n = ∞
x1(i) f1(i) х2(i) f2(i) х3(i) f3(i) х4(i) f4(i) х5(i) f5(i) х6(i) 
0 4 21 4 41 5 57,5 5 75,25 5 79 5 
1 3 19 5 34,5 5 52,25 5 70 5 74 5 
2 2 17 4 32,5 4 50,25 4 68 4 72 4 
3 1 15 3 30,5 3 48,25 3 66 3 67 3 
4 0 0 0 20 0 37,75 0 54,88 0 65 0 
 
Сопоставляя результаты, полученные для детерминированной и 
стохастической моделей, можно заметить следующее. 
• При любом начальном уровне запасов i и длительности оставшейся 
части планового периода n ожидаемые затраты при оптимальной 
стратегии в случае случайного изменения уровня спроса будут 
выше оптимальных затрат при детерминированном спросе. 
• При заданном i оптимальное значение хn(i) при стохастическом 
спросе никогда не убывает с ростом n, в отличие от 
детерминированной модели. 
• Оптимальная стратегия для планового периода большой 
протяженности в случае стохастического спроса может быть 
получена уже при n = 3; в детерминированной модели 
стабилизация наступает при гораздо бóльших значениях n. 
 
8.2 Задание для самостоятельного выполнения 
Предприятию необходимо разработать календарную программу 
выпуска некоторого вида изделий на плановый период, состоящий из N 
отрезков, при которой общая сумма затрат на производство и 
содержание запасов минимальна (при условии полного и 
своевременного удовлетворения спроса на продукцию). 
Обозначения: 
x – объем выпуска продукции в течение текущего отрезка; 
i  – уровень запасов на начало текущего отрезка; 
j  – уровень запасов на конец текущего отрезка; 
D – уровень спроса на продукцию для одного планового отрезка. 
Имеются ограничения 
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• на объемы производственных мощностей:  для всех отрезков x ≤ 5; 
• на объемы хранимых запасов: для всех отрезков j ≤ 4. 
Общие затраты, связанные с производством х ед. и хранением 
запасов в объеме j ед. продукции, равны     C(x, j) = С(х) + h·j, 
где  С(0) =0,  С(1) = 15,  С(2) = 17,  С(3) = 19,  С(4) = 21,  С(5) = 23,  h = 1 
для всех отрезков планового периода. 
1. Предположим, что  
? уровень спроса D – случайная величина, которая может принимать 
одно из двух равновероятных значений (на каждом отрезке 
независимо от других отрезков): 
D 2 4 
р 0,5 0,5 
 
? в конце планового периода складские запасы не принимаются во 
внимание и не приводят к затратам на хранение; 
? объем производства должен быть достаточен для того, чтобы 
запасы никогда не принимали отрицательных значений; 
? если в конце некоторого отрезка уровень запасов оказывается 
ненулевым, то имеется вероятность р = 0,2 того, что одна единица 
запасов окажется непригодной к употреблению. 
1.1. Показать, как при этих условиях изменится рекуррентное 
соотношение (8.3). 
1.2. Модифицировать программу, созданную при выполнении 
задания п. 1.2 (простейшая задача управления запасами в 
детерминированном варианте) с учетом вероятностного 
характера спроса. 
1.3. Выполнить расчеты и получить оптимальную стратегию для n = 
1, 2, …, 5 при указанных в условии значениях параметров. 
Сопоставить полученные результаты с результатами расчетов п. 
8.1 (в соответствии с соотношением (8.3) ).  
1.4. Выполнить анализ чувствительности полученного решения: 
исследовать 
а) зависимость оптимальной программы от значения условно-
постоянных затрат (рассмотреть значения С0 = 5, 10, 15); 
б) зависимость оптимальной программы от стоимости хранения 
единицы продукции (рассмотреть значения h = 0,5; 2; 4). 
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2. Предположим, что уровень спроса на отрезке t влияет на уровень 
спроса на отрезке t + 1, а именно:  
а) P(Dt+1 = 2 | Dt = 2) = 0,8;   P(Dt+1 = 4 | Dt = 2) = 0,2; 
P(Dt+1 = 2 | Dt = 4) = 0,2;   P(Dt+1 = 4 | Dt = 4) = 0,8; 
б) P(Dt+1 = 2 | Dt = 2) = 0,2;   P(Dt+1 = 4 | Dt = 2) = 0,8; 
P(Dt+1 = 2 | Dt = 4) = 0,8;   P(Dt+1 = 4 | Dt = 4) = 0,2; 
D0 = 2. 
2.1. Записать рекуррентные соотношения динамического 
программирования. 
2.2. Модифицировать программу, созданную при выполнении 
задания 1.2, с учетом законов распределения спроса а) и б). 
2.3. Выполнить расчеты и получить оптимальную стратегию для n = 
1, 2, …, 5 при указанных в условии значениях параметров. 
Сопоставить полученные результаты с результатами расчетов п. 
8.1 (в соответствии с соотношением (8.3) ). 
3. Оформить отчет. Содержание отчета: 
3.1. Модель динамического программирования для задания 1. 
3.2. Результаты расчетов задания 1.3  (оптимальные стратегии для   
n ≤ 5 и соответствующие значения ожидаемых общих затрат). 
3.3. Расчеты, необходимые для анализа, указанного в задании 1.4, и 
выводы по результатам анализа. 
3.4. Модель динамического программирования для задания 2. 
3.5. Результаты расчетов задания 2.3  (оптимальные стратегии для   
n ≤ 5 и соответствующие значения ожидаемых общих затрат). 
 
9 Задача распределения ресурсов в стохастическом 
варианте 
9.1 Указания к выполнению задания 
Рассмотрим задачу распределения ресурсов, описанную в п. 4.1, в 
обобщенной постановке. Необходимо распределить имеющиеся 
ресурсы в количестве N единиц между s потребителями. В п. 4.1 
предполагалось, что если направить yj ед. ресурсов потребителю с 
номером j, то прибыль от этого распределения составит Rj(уj) д. е.  
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Предположим теперь, что прибыль зависит не только от уj, но и от 
фактической потребности j-го потребителя в данном ресурсе (в примере 
п. 4.1 – от величины фактического спроса на продукцию в j-й торговой 
точке). Фактическая потребность j-го потребителя – случайная величина, 
которая не зависит от уj; ее значение становится известным только 
после того, как выбраны значения всех управляемых переменных уj. 
Требуется найти оптимальное (с точки зрения совокупной 
прибыли) распределение имеющихся в наличии ресурсов между s 
потребителями. 
Обозначим: 
rj(d | y) – значение прибыли, получаемой от распределения ресурса 
потребителю j в случае, если фактический уровень спроса 
на ресурс равняется d, а объем поставок этому 
потребителю составляет у ед.; 
рj(d) –  вероятность того, что уровень спроса потребителя j равен d. 
Тогда 
 
где rj – прибыль от каждой единицы ресурса, распределенной j-му 
потребителю. 
Математическое ожидание (среднее значение) прибыли, 
полученной за счет поставок j-му потребителю уj ед. ресурса, равно 
                    ( )[ ] ( ) ( ) ,∑ ⋅=
d
jjjjj dpydryRM  
где суммирование производится по всем возможным значениям уровня 
спроса. 
Для получения рекуррентного соотношения динамического 
программирования следует применить к данной задаче общий подход к 
построению стохастических динамических оптимизационных моделей 
(рассмотреть в качестве целевой функции математическое ожидание 
детерминированного аналога этой функции) и использовать результаты, 







,  при   






j спрос превышает объем поставок 
объем поставок достаточен, чтобы 
удовлетворить спрос 
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9.2 Задание для самостоятельного выполнения 
Компания владеет тремя спортивными центрами в различных 
частях города. В выходные и праздничные дни в городе популярны 
велосипедные прогулки на открытом воздухе. В компании имеется 
восемь велосипедов, которые могут быть распределены между тремя 
спортивными центрами для организации проката. Спрос на велосипеды 
и часовая стоимость их аренды зависят от месторасположения 





Центр 1 Центр 2 Центр 3 
0 0,1 0,02 0 
1 0,2 0,03 0,15 
2 0,3 0,1 0,25 
3 0,2 0,25 0,3 
4 0,1 0,3 0,15 
5 0,1 0,15 0,1 
6 0 0,05 0,025 
7 0 0,05 0,025 
8 0 0,05 0 
Арендная плата (д. е./час) 6 7 5 
 
Требуется определить, каким образом следует распределить 
имеющиеся велосипеды между спортивными центрами, чтобы 
обеспечить максимальный доход от их проката. 
1. Применяя методику, описанную в п. 9.1, получить рекуррентные 
соотношения динамического программирования для стохастической 
задачи распределения ресурсов (в общей постановке).  
2. Используя модель, полученную в задании 1, формализовать 
описанную в условии ситуацию в виде задачи динамического 
программирования. 
3. Модифицировать программу, созданную при выполнении задания п. 
4.2 (задача распределения ресурсов в детерминированном 
варианте), с учетом стохастического характера спроса на ресурсы. 
4. Выполнить расчеты и определить оптимальное распределение 
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велосипедов по спортивным центрам при указанных в условии 
значениях параметров. 
5. Оформить отчет. Содержание отчета: 
5.1. Модель динамического программирования для задачи 
распределения ресурсов (в общей постановке). 
5.2. Рекуррентные соотношения динамического программирования 
для описанной в условии ситуации. 
5.3. Алгоритм построения оптимального распределения. 
5.4. Результаты расчетов (оптимальное распределение велосипедов 
и соответствующее значение ожидаемого дохода). 
 
10 Стохастические модели управления запасами. 
Одноэтапная модель 
10.1 Указания к выполнению задания 
Постановка задачи 
Задача состоит в разработке стратегии управления запасами, 
которая позволит сбалансировать затраты на обеспечение поставок 
(или на производство), расходы, связанные с содержанием изделий на 
складе, и экономические потери от неудовлетворенного (или 
несвоевременно удовлетворенного) спроса. Суть оптимального решения 
состоит в формулировании двух правил, выполнение которых обеспечит 
минимальное значение ожидаемых общих затрат: 
• когда (при наличии каких условий) запасы подлежат пополнению, 
• объем пополнения запасов. 
Рассмотрим одноэтапную (статическую) модель управления 
запасами (плановый период не подлежит дроблению): решение 
относительно запасов принимается только один раз с учетом 
прогнозируемых уровней спроса. Будем предполагать, что заказ на 
пополнение запаса удовлетворяется мгновенно после получения. 
Построение математической модели и определение 
оптимальной стратегии 
1. Пусть объем запасов, величина поставки (объем выпуска) и величина 
спроса являются дискретными (целыми) значениями. 
Обозначим: 
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i  –  уровень запасов перед принятием решения о дополнительной 
поставке; 
х  –  объем заказываемого (производимого) товара, х ≥ 0; 
у = i + х  –  суммарный объем запасов после выполнения заказа на 
поставку; 
q  –  фактический уровень спроса (случайная величина), q ≥ 0; 
р(q)  –  вероятность того, что уровень спроса равняется q; 
g(y|i) – ожидаемые общие затраты в случае, когда объем запасов 
после реализации заказа на пополнение становится 
равным у ед. при условии, что начальный объем запасов 
равнялся i. 
Допускается ситуация, когда i принимает отрицательные значения 
(соответствует случаю разрешенной задержки в удовлетворении 
спроса).  
Задача сводится к нахождению 
                                  ( ) ( ) ,min iygif
y
=  
при ограничении y ≥ i. 
После нахождения оптимального объема запасов у(i) оптимальный 
объем заказа находится как      x(i) = y(i) – i. 
Предположим, что  
? функция ожидаемых общих затрат g(y|i) представляет собой сумму 
расходов, связанных с реализацией заказа на поставку, и 
величины L(у), включающей ожидаемые затраты на содержание 
запасов и ожидаемые штрафные потери: 
                                    g(y|i) = c(y – i) + L(у); 
? затраты с(у–i), связанные с реализацией заказа, включают 
накладные расходы K ≥ 0 и покупную стоимость (стоимость 
производства) партии изделий (при цене одного изделия с ≥ 0): 




;  при    




? при q ≤ y (имеется запас в объеме у – q) функция затрат на 
содержание запасов h(у–q) является линейной функцией величины 
запаса: 
                       h(у – q) = h·(у – q),  
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где h – затраты на содержание одного изделия;  
? при q ≥ y (имеется дефицит в размере q – y) функция штрафных 
потерь π(q–y) является линейной функцией величины 
неудовлетворенного спроса: 
                            π(q – y) = π·(q – y), 
где π ≥ 0 – штрафные потери в расчете на одно изделие, 
отсутствующее на складе. 
При этих условиях функция L(у), включающая ожидаемые затраты на 
содержание запасов и ожидаемые штрафные потери, может быть 
записана в виде: 









.0  при    













Эта функция является выпуклой (показать самостоятельно), поэтому 
по теореме об оптимальности (s, S)-стратегии для статической 
модели, оптимальная стратегия пополнения запасов  имеет форму  
(s, S)-правила: 
• у(i) = i,  х(i) = 0   при i ≥ s ,               
• у(i) = S,  х(i) = S – i   при i < s,         
где  s – критический уровень запасов (точка заказа),  
       S – уровень запасов, достигаемый в результате пополнения. 
Для определения оптимальных значений s и S ведем обозначение:  




π  (10.2) 
критическое отношение (определяющий параметр). При 0 < R < 1 
(выполняется при разумных предположениях π > c и h + π > 0) 
оптимальное (неотрицательное) значение S равно наименьшему из 
целых чисел, для которого выполняется 





(значение S, для которого суммарный спрос полностью 
удовлетворяется с вероятностью, не меньшей R). 
При итоговом уровне запасов у сумма L(у) ожидаемых затрат на 
оформлять заказ на пополнение 
запасов до уровня S 
заказ на поставку не оформлять
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содержание запасов и ожидаемых штрафных потерь не должна 
превышать сумму накладных расходов, ожидаемых затрат на 
содержание запасов и ожидаемых штрафных потерь при у = S,  т. е. 
величину  K + с·(S – у) + L(S).  Поэтому оптимальное значение s равно 
наименьшему из чисел, удовлетворяющих условию 
                         L(s) ≤ K + с·(S – s) + L(S). (10.4) 
Последовательность вычислений для определения s: 
• построить функцию L(у),  
• для убывающего ряда пробных значений у, начиная с у = S, 
вычислять значения L(у)  и сравнивать их со значениями суммы   
K + с·(S – у) + L(S), 
• вычисления заканчиваются, когда находится у = s – наименьшее 
из пробных значений, для которого выполняется условие (10.4). 
2. Пусть объем запасов, величина поставки (объем выпуска) и уровень 
спроса являются непрерывными величинами. 
При линейных функциях затрат на содержание запасов и штрафных 
потерь выражение для функции L(у) запишется в виде 
    ( )
( ) ( ) ( ) ( )










,0  при    










где р(q) – плотность распределения вероятности фактического 
спроса. 
Условия для определения оптимальных значений S и s 
преобразуются следующим образом. Условие (10.3) (определение 
значения S) преобразуется к виду 




== ∫  (10.6) 
где значение R, как и в дискретном случае, определяется из (10.2); 
значение s определяется как решение уравнения  
                            L(s) = K + с·(S – s) + L(S), (10.7) 
для которого выполняется s < S. 
Примеры выполнения расчетов 
1. Дискретная модель. 
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Рассмотрим следующую ситуацию. Спрос в течение одного периода 
является дискретной случайной величиной, имеющей следующий 
закон распределения 
q 0 1 2 3 4 
p(q) 1/5 1/5 1/5 1/5 1/5 
 
Стоимость хранения единицы продукции на протяжении периода 
равна 5 д. е., а штраф за дефицит единицы продукции – 10 д. е. 
Покупная стоимость единицы продукции равна 0,1 д. е., а стоимость 
размещения заказа (накладные расходы) – 4 д. е. Заказ на 
пополнение запаса удовлетворяется мгновенно. Требуется 
определить оптимальную стратегию пополнения запаса продукции. 
При заданном законе распределения уровня спроса функция L(у), 
включающая ожидаемые затраты на содержание запасов и 
ожидаемые штрафные потери, в соответствии с (10.1), может быть 
записана в виде: 
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При заданных в условии значениях h = 5 и π = 10  
              ( )
( )






















Найдем оптимальное значение S. При с = 0,1; h = 5  и  π = 10 





Найденное значение удовлетворяет условию 0 < R < 1, поэтому 
оптимальное значение S равно наименьшему из целых чисел, для 
которого при R = 0,66 выполняется условие (10.3). Т. к. при заданном 
 76











 то условие (10.3) 
равносильно  S+1 ≥ 3,3; следовательно,  S = 3. 
Найдем оптимальное значение s. При K = 4 (по условию) неравенство 
(10.4) принимает вид: 
                                L(s) ≤ 4 + 0,1·(S – s) + L(S). 
Подставляя найденное значение S, получим 
                                L(s) ≤ 4 + 0,1·(3 – s) + 8,  
    или                      L(s) ≤ 12,3 – 0,1·s. 
• у = S = 3: 
               L(у) = 8,      
               K + с·(S – у) + L(S) = 12,3 – 0,1·у = 12,3 – 0,3 = 12, 
               L(у) < K + с·(S – у) + L(S). 
• у = S – 1 = 2: 
               L(у) = 9,      
               K + с·(S – у) + L(S) = 12,3 – 0,1·у = 12,3 – 0,2 = 12,1. 
               L(у) < K + с·(S – у) + L(S); 
• у = S – 2 = 1: 
               L(у) = 13,      
               K + с·(S – у) + L(S) = 12,3 – 0,1·у = 12,3 – 0,1 = 12,2. 
               L(у) > K + с·(S – у) + L(S). 
Наименьшее значение у, при котором выполняется неравенство 
(10.4), равно 2. Поэтому s = 2. 
Итог: 
оптимальная стратегия пополнения запасов имеет вид: 
• при i ≥ 2   заказ на пополнение запасов не оформлять; 
• при i < 2  оформить заказ на пополнение запасов до уровня 3 
ед. 
2. Непрерывная модель. 
Рассмотрим следующую ситуацию. Спрос в течение одного периода 
является случайной величиной, равномерно распределенной от 0 до 
10 ед. Стоимость хранения единицы продукции на протяжении 
периода равна 0,5 д. е., а штраф за дефицит единицы продукции –  
4,5 д. е. Покупная стоимость единицы продукции равна 0,5 д. е., а 
стоимость размещения заказа (накладные расходы) – 5 д. е. Заказ на 
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пополнение запаса удовлетворяется мгновенно. Задержка в 
удовлетворении спроса не допускается. Требуется определить 
оптимальную стратегию пополнения запаса продукции. 
При заданном законе распределения уровня спроса функция L(у), 
включающая ожидаемые затраты на содержание запасов и 
ожидаемые штрафные потери, в соответствии с (10.5), при у ≥ 0 
(задержка в удовлетворении спроса не допускается) может быть 
записана в виде: 









∫∫ ⋅−+⋅−= π  
При заданных в условии значениях h = 0,5 и π = 4,5  для у ≥ 0 
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Найдем оптимальное значение S. При с = 0,5; h = 0,5 и π = 4,5 





Условие (10.6) запишется в виде 





откуда S = 8. 
Найдем оптимальное значение s.  
L(S)  =  0,25·64 – 4,5·8 + 22,5 = 2,5;  и уравнение (10.7) имеет вид 
                   L(s) = 5 + 0,5·(8 – s) + 2,5 = 11,5 – 0,5·s 
или 














Легко убедиться, что полученное уравнение имеет два 
положительных корня, но только один из них удовлетворяет условию 
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s < S. Искомое значение:  s = 3,528. 
Итог: 
оптимальная стратегия пополнения запасов имеет вид: 
• при i ≥ 3,528   заказ на пополнение запасов не оформлять; 
• при i < 3,528  оформить заказ на пополнение запасов в объеме  
x = 8 – i  (до уровня S = 8 ед.). 
 
10.2 Задания для самостоятельного выполнения 
Задание 10.1 
Требуется определить оптимальную стратегию пополнения запаса 
продукции при следующих условиях. Функции затрат на содержание 
запасов и штрафных потерь являются линейными; стоимость хранения 
единицы продукции на протяжении периода равна 0,06 д. е., а штраф за 
дефицит единицы продукции – 0,54 д. е. Покупная стоимость единицы 
продукции равна 0,21 д. е., а стоимость размещения заказа (накладные 
расходы) – 10 д. е. Заказ на пополнение запаса удовлетворяется 
мгновенно. Задержка в удовлетворении спроса не допускается. Уровень 
спроса в течение одного периода является случайной величиной, 
подчиняющейся 
а) дискретному закону распределения 
q 30 35 40 45 50 
p(q) 0,1 0,2 0,4 0,2 0,1 
 
б) равномерному на интервале (30, 50) закону распределения; 
в) нормальному закону распределения с математическим ожиданием, 
равным 40, и средним квадратическим отклонением, равным 3. 
 
1. Построить статические модели управления запасами с учетом 
условий а) – в). 
2. Показать, что оптимальная стратегия управления запасами во всех 
случаях имеет форму (s, S)-правила. 
3. Определить оптимальные стратегии пополнения запасов при 
указанных в условии значениях параметров с учетом законов 
распределения спроса а) – в). 
4. Оформить отчет. Содержание отчета: 
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4.1. Статические модели управления запасами с учетом условий а) – 
в). 
4.2. Обоснование оптимальности (s, S)-стратегии. 
4.3. Описание алгоритма определения оптимальной стратегии. 
4.4. Оптимальные стратегии пополнения запасов с учетом законов 
распределения спроса а) – в).  
 
Задание 10.2 
Магазин быстрого обслуживания предлагает посетителям кофе и 
орехи с 6 часов утра каждый день. Магазин покупает орехи по цене 0,07 
д. е. за порцию, а продает по 0,25 д. е. за порцию до 10 часов утра. 
Каждый посетитель обычно заказывает три порции орехов с кофе. Во 
второй половине дня оставшиеся орехи реализуются по цене 0,05 д. е. 
за порцию. Доставка орехов связана с постоянными затратами 10 д. е.  
Требуется определить оптимальное количество порций орехов, 
которое следует закупать магазину каждое утро при условии, что число 
посетителей, заказывающих орехи с 6.00 до 10.00, является случайной 
величиной, подчиняющейся  
а) дискретному закону распределения 
q 30 35 40 45 50 
p(q) 0,1 0,2 0,4 0,2 0,1 
 
б) равномерному на интервале (30, 50) закону распределения; 
в) нормальному закону распределения с математическим ожиданием 
40 чел. и средним квадратическим отклонением 3 чел. 
 
1. Формализовать задачу, используя модели, построенные в задании 
10.1. 
2. Написать программу, позволяющую определить оптимальную 
стратегию закупки орехов. Входные параметры (вводятся 
пользователем): стоимость доставки орехов в магазин, покупная цена 
порции орехов, цены, по которым магазин реализует орехи до и после 
10 часов утра, параметры закона распределения числа посетителей. 
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3. Выполнить расчеты и получить оптимальную стратегию для 
указанных в условии значений параметров с учетом законов 
распределения спроса а) – в).  
4. Выполнить анализ чувствительности полученного решения к 
величине накладных расходов (рассмотреть случаи, когда стоимость 
доставки равна 0, 5, 10, 15 д. е.). 
5. Оформить отчет. Содержание отчета: 
5.1. Формализация задачи в виде статической модели управления 
запасами. 
5.2. Оптимальные стратегии закупки орехов с учетом законов 
распределения спроса а) – в). 
5.3. Результаты расчетов, необходимые для проведения анализа в 
задании 4, и выводы по результатам анализа. 
 
11 Стохастические модели управления запасами с 
непрерывным контролем уровня запасов 
11.1 Указания к выполнению задания 
Постановка задачи 
Предположим, что  
? продолжительность планового периода не ограничена; имеет 
место бесконечное число заказов на пополнение запасов; 
? расходы, связанные с реализацией заказа объема х, и затраты на 
содержание запасов стационарны: 




,0  при    




K – накладные расходы,  с – цена одного изделия, 
h – стоимость содержания одного изделия в течение единичного 
отрезка времени, 
K ≥ 0,  с ≥ 0,  h ≥ 0; 
? заявки на продукцию, поступающие в моменты времени, когда 
запасы равны нулю, откладываются в портфель невыполненных 
заказов и со временем удовлетворяются; 
? штрафные потери π > 0 стационарны и пропорциональны объему 
 81
портфеля невыполненных заказов на момент прибытия заказанной 
партии изделий (момент очередного пополнения запасов); 
? время и уровни запасов описываются непрерывными 
переменными.  
Задача состоит в разработке стратегии управления запасами, при 
которой ожидаемое значение затрат в единицу времени минимально. 
Случай детерминированного спроса 
Предположим, что спрос можно точно прогнозировать; 
интенсивность спроса (количество изделий, запрашиваемых в течение 
единичного отрезка времени) равна фиксированному значению D. 
В случае линейных по времени функций штрафных потерь 
оптимальная стратегия пополнения запасов обладает (s, S)-структурой: 
когда i = s,  следует оформить заказ на поставку в  объеме  Q = S – s. 
Средние затраты на приобретение и хранение продукции в 
единицу времени включают 
• средние затраты на оформление заказов в единицу времени, 
равные 




DK =⋅  
• среднюю покупную стоимость заказанных изделий, равную  c·D; 
• средние затраты на хранение запасов, равные 






Sh =⋅⋅  
Потери, связанные с отсрочкой выполнения заказов, равны π·(–s), 
где (–s) – максимальное количество недостающих изделий, s ≤ 0; 
соответствующие средние потери за единицу времени равны 
                              ( ) .
Q
Ds ⋅−π  
Тогда общие средние затраты в единицу времени (с учетом 
штрафных потерь) равны 









KDSQf ππ −+++=  
Оптимальное значение S соответствует минимуму функции f(Q, S). 
В случае S > 0 минимум достигается при S = Q  (соответственно, s = 0) и  
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                                 .2
h
KDQ =  (11.1) 
Соответствующее значение затрат в единицу времени равно  
                                     ,2 cDhKDf +=  
оптимальный временной интервал между последовательными 
моментами оформления заказа на поставку равен 




Q =  
Значение Q получаемое с помощью (11.1), называется 
экономически выгодным размером заказываемой партии (ЭВРП). 
Студентам предлагается сопоставить формулы (7.7) и (11.1), а также 
условия, при которых были получены эти результаты. 
Обобщение ЭВРП на случай стохастического спроса 
Обозначим: 
D – ожидаемое значение спроса в течение единичного отрезка 
времени; 
L – срок выполнения заказа (интервал упреждения) – 
продолжительность отрезка времени от момента 
размещения заказа до момента получения заказанной 
партии; будем предполагать, что значение L фиксировано и 
заранее известно; 
s  –  уровень имеющихся запасов в начале интервала упреждения; 
DL – ожидаемое значение спроса на отрезке L,  DL  =  D·L; 
qL – фактический объем спроса на отрезке L (случайная величина); 
возможна ситуация qL > s, в этом случае происходит отсрочка 
исполнения заказов. 
Предположим дополнительно: 
? распределение вероятностей величины спроса на интервале 
упреждения рL(qL) не зависит от того, когда уровень запасов 
достигает критического значения s; 
? после получения очередного заказа, пополняющего запасы, по 
истечении некоторого времени  наступает  момент,  когда  i = s,  и 
требуется новое пополнение запасов; 
? для оптимальной стратегии критический уровень s > 0, и на 
любом интервале упреждения фактический объем спроса не 
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превышает объема заказываемой партии изделий: qL ≤ Q. 
1. Пусть величина спроса задана дискретным законом распределения. 
Целевая функция должна включать затраты на приобретение и 
хранение продукции, а также штрафные потери, отнесенные к 
единице времени. Первая составляющая (затраты на приобретение 
продукции) совпадает с соответствующим элементом модели ЭВРП. 
Затраты на содержание запасов включают затраты в течение 
интервала упреждения и затраты на отрезке после пополнения 
запаса до момента оформления следующего заказа. Ожидаемый 
уровень запасов в течение интервала упреждения, равен 





















ожидаемый уровень запасов на отрезке после пополнения равен 




1 QDssQDs LL +−=++−  
Поэтому ожидаемый уровень запасов на единичном отрезке времени 
составит 
           
( ) ( ) ( )

































Ожидаемый объем дефицита продукции в расчете на единицу 
времени равен 









Тогда ожидаемые общие затраты (с учетом штрафных потерь) в 
единицу времени равны 
     
( ) ( ) ( )














































KD π  
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Оптимальное значение Q  (решение уравнения  ( ) 0, =∂
∂
Q
sQf  ): 












KDQ π  (11.2) 
 
Оптимальное (неотрицательное) значение s равно наименьшему из 
целых чисел, для которого выполняется 

















−=  (11.4) 
Минимальные ожидаемые затраты в единицу времени составят 










где s находится из условия (11.3). 
Процедура определения оптимальных значений  Q и s. 
Шаг 1.  
Положить начальное значение Q равным  .2
h
KDQ =  
Шаг 2.  
Вычислить R по формуле (11.4), используя текущее значение Q, и из 
условия (11.3) найти соответствующее пробное значение s. 
Шаг 3.  
Если новое пробное значение s совпадает с предыдущим, то 
прекратить вычисления. В противном случае вычислить новое 
пробное значение Q в соответствии с (11.2) и перейти на шаг 2. 
Достаточное условие сходимости алгоритма: 





где  Qmax  получается из (11.2) при  s = 0.  При этом 








2. Пусть величина спроса задана непрерывным законом распределения. 
В этом случае pL(q) – плотность распределения спроса на интервале 
упреждения. 
Оптимальные значения Q и s могут быть найдены из соотношений 









KDQ π  (11.5) 




LL == ∫  (11.6) 
где R определяется из (11.4). 
Процедура нахождения оптимальных значений Q и s может быть 
описана представленным выше алгоритмом, в котором формулы 
(11.2) и (11.3) заменены на (11.5) и (11.6). 
Примеры выполнения расчетов 
1. Дискретный спрос. 
Рассмотрим следующую ситуацию. Покупная стоимость единицы 
продукции равна 1 д. е., а стоимость размещения заказа (накладные 
расходы) – 31,25 д. е. Среднее значение спроса в течение единичного 
отрезка времени равно 2 ед. Стоимость хранения единицы продукции 
в течение единичного отрезка времени равна 5 д. е.; штраф за 
дефицит единицы продукции – 20 д. е.  
Требуется определить оптимальную стратегию пополнения запаса 
продукции при следующих предположениях. 
1) Заказ на пополнение запаса удовлетворяется мгновенно. 
2) Заказ на пополнение запаса выполняется в течение отрезка 
времени L = 1, причем фактический объем спроса на отрезке L 
является дискретной случайной величиной, имеющей закон 
распределения 
q 0 1 2 3 4 
p(q) 1/5 1/5 1/5 1/5 1/5 
 
1) В случае мгновенного удовлетворения заказа на пополнение запаса 
возможность возникновения случаев вынужденной отсрочки 
исполнения заявок полностью исключается. В этом случае s = 0, а 
оптимальное значение Q находится по формуле ЭВРП (11.1). 
В данном случае  с = 1,  K = 31,25;  h = 5,  D = 2, и 
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Оптимальная стратегия состоит в том, чтобы заказывать 5 ед. 
продукции, когда уровень запасов опустится до нуля. 
При этом средние затраты в единицу времени составят  
                    ,272225,31522 =+⋅⋅⋅=+= cDhKDf  
оптимальный временной интервал между последовательными 
моментами оформления заказа на поставку равен 





2) При наличии интервала упреждения L > 0 оптимальные значения  Q 
и s могут быть найдены с помощью описанного выше трехшагового 
алгоритма (в случае его сходимости). 








LL qD  
Проверим выполнение достаточного условия сходимости 
алгоритма. 







































 следовательно, достаточное условие 
сходимости выполнено. 
Шаг 1. 
























Условие (11.3) имеет вид: 









Т. к.  



























то  s1 = 2. 
Шаг 3. 
Из (11.2) 










⎛ ⋅⋅++=Q  
Переход на шаг 2. 
2-я итерация. 
Шаг 2. 














Условие (11.3) имеет вид: 









Т. к.  



























то s2 = 1. 
Шаг 3. 
s2 ≠ s1, поэтому следует продолжить вычисления. 
Из (11.2) 
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⎛ ⋅⋅++=Q  
Переход на шаг 2. 
3-я итерация. 
Шаг 2. 














Условие (11.3) имеет вид: 









Т. к.  



























то s3 = 1. 
Шаг 3. 
s3 = s2, поэтому следует прекратить вычисления. 
Оптимальные значения  
               Q = 6,83;  s = 1;  S = s + Q = 7,83; 
минимальные ожидаемые затраты в единицу времени равны 
     
( ) ( ) ( ) ( )


















2. Непрерывный спрос. 
Рассмотрим следующую ситуацию. Стоимость размещения заказа на 
новую поставку продукции составляет 100 д. е. Среднее значение 
спроса в течение единичного отрезка времени равно 1000 ед. 
Стоимость хранения единицы продукции в течение единичного 
отрезка времени равна 2 д. е.; штраф за дефицит единицы продукции 
составляет 10 д. е. Согласно статистическим данным, величина 
спроса в период упреждения имеет равномерное распределение на 
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интервале от 0 до 100 ед. Требуется определить оптимальную 
стратегию пополнения запаса продукции. 
В соответствии с принятыми выше обозначениями, 
             K = 100,  h = 2,  π = 10,  D = 1000; 
плотность распределения спроса на интервале упреждения равна 




,100,0  при   0




ожидаемое значение спроса на интервале упреждения 
(математическое ожидание случайной величины, равномерно 
распределенной на (0, 100) ) 
                      .50
2
1000 =+=LD  
Функция  FL(s) имеет вид 










.100  при   101,0










В дальнейшем можно рассматривать только случай s ≤ 100, т. к. 
поддержание уровня запаса, заведомо превосходящего возможные 
значения спроса, является экономически невыгодным (приводит к 
постоянным затратам на хранение). 
Проверка выполнения достаточного условия сходимости алгоритма: 





































< 2max    выполнено. 
Шаг 1. 






















Условие (11.6) имеет вид: 
                         ( ) ;937,001,0 1 === RssFL  
откуда s1 = 93,7. 
Шаг 3. 
Из (11.5) 
                


































Переход на шаг 2. 
2-я итерация. 
Шаг 2. 














Условие (11.6) имеет вид: 
                         ( ) ;936,001,0 2 === RssFL  
откуда s2 = 93,6. 
Шаг 3. 
s2 ≠ s1, поэтому следует продолжить вычисления. 
Из (11.5) 






































Условие (11.6) имеет вид: 
                         ( ) ;936,001,0 3 === RssFL  
откуда s3 = 93,6. 
Шаг 3. 
s3 = s2, поэтому следует прекратить вычисления. 
Оптимальные значения  
               Q = 319,47;  s = 93,6;  S = s + Q = 413,07. 
Оптимальное управление запасами:  
оформлять заказ на 320 ед. продукции, как только текущий запас 
уменьшится до 94 ед. (пополнять запас до 414 ед.). 
 
11.2 Задания для самостоятельного выполнения 
Задание 11.1 
Рассмотрим следующую ситуацию. Фирма покупает n различных 
видов изделий у единственного поставщика и заинтересована в 
определении оптимальной продолжительности отрезка времени между 
последовательными оформлениями заказов на все n видов изделий. 
Пусть интенсивность спроса на j-й вид изделий равна Dj, стоимость 
изделия j-го вида составляет сj д. е., а затраты на содержание изделия j-
го вида –  hj д. е.  
Предположим, что при n = 1 минимальные средние затраты на 
единичном отрезке времени определяются так, как показано в п. 11.1 
для случая детерминированного спроса (функция f(Q, S) при Q = S). 
Предположим также, что при n > 1 накладные расходы, относимые к 
заказу в целом (включающем теперь n различных наименований), равны 
K. 
Сформулировать и обосновать оптимальную стратегию 




Электротехническая компания использует в производственном 
процессе канифоль в количестве 1000 галлонов в месяц. Стоимость 
размещения заказа на новую поставку канифоли составляет 100 д. е. 
Стоимость хранения одного галлона канифоли на протяжении одного 
месяца равна 2 д. е., а удельные потери от ее дефицита – 10 д. е. за 
один галлон. Согласно статистическим данным, величина спроса в 
период упреждения имеет равномерное распределение на интервале от 
0 до 100 галлонов.  
1. Формализовать описанную ситуацию в виде модели управления 
запасами с непрерывным контролем уровня запасов. 
2. Используя результаты, полученные в примере п. 11.1, 
сформулировать оптимальную стратегию управления запасами 
канифоли, а также определить 
а) среднее число заказов в месяц; 
б) ожидаемое значение месячной стоимости размещения заказов; 
в) ожидаемое значение месячных затрат на хранение; 
г) ожидаемое значение месячных затрат, связанных с 
дефицитом; 
д) вероятность истощения запасов в течение периода 
упреждения. 
3. Написать программу, позволяющую определить оптимальную 
стратегию управления запасами, предполагая, что спрос на канифоль 
в период упреждения является случайной величиной, имеющей  
а) равномерное распределение, 
б) нормальное распределение. 
Входные параметры (вводятся пользователем): параметры 
соответствующего закона распределения, а также экономические 
показатели (стоимость размещения заказа, стоимость хранения 
одного галлона на протяжении одного месяца, удельные потери от 
дефицита, месячный спрос на канифоль). 
4. Выполнить расчеты и получить оптимальную стратегию управления 
запасами, предполагая, что спрос на канифоль в период упреждения 
является случайной величиной, имеющей 
а) равномерное в интервале (40, 60) галлонов распределение; 
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б) нормальное распределение с математическим ожиданием 50 и 
средним квадратическим отклонением 2 галлона. 
Сопоставить результаты, полученные в условиях а) и б) с 
оптимальной стратегией, сформулированной в задании 2 (во всех 
случаях значение DL одно и то же), и интерпретировать результаты. 
5. Выполнить анализ чувствительности полученных решений к величине 
накладных расходов и удельных потерь от дефицита продукции. 
6. Оформить отчет. Содержание отчета: 
6.1. Модель управления запасами для описанной в условии 
ситуации. 
6.2. Результаты расчетов по заданию 2. 
6.3. Описание алгоритма определения оптимальной стратегии в 
условиях а), б) задания 4. 
6.4. Результаты анализа, указанного в задании 4. 
6.5. Результаты расчетов, необходимые для проведения анализа в 
задании 5, и выводы по результатам анализа. 
 
12 Планирование и анализ проектов в условиях 
определенности 
12.1 Указания к выполнению задания 
Постановка задачи 
Дана структурная таблица комплекса работ, содержащая 
? перечень элементарных работ комплекса (проекта), 
? перечень опорных работ для каждой элементарной работы, 
? время выполнения каждой работы (детерминированная величина, 
значение которой определяется имеющимися ресурсами). 
Требуется 
? вычислить время, необходимое для выполнения всего проекта,  
? указать календарные сроки начала каждой работы комплекса,  
? выявить критические работы, несвоевременное выполнение 
которых влечет за собой изменение общего времени выполнения 
проекта, а также некритические работы, некоторые задержки в 
выполнении которых не сказываются на общей продолжительности 
комплекса работ; 
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? выявить подходы к оптимизации выполнения комплекса, в 
частности, за счет использования временных ресурсов, 
содержащихся в некритических работах. 
Решение задачи может быть выполнено методами сетевого 
планирования, наиболее известный из которых – метод критического 
пути (Critical Path Method – СРМ). 
Примеры выполнения расчетов 
Рассмотрим структурную таблицу работ по реализации некоторого 
проекта – см. таблицу 12.1. 
Таблица 12.1 
№ п/п Обозначение Опорные работы Время (недели) 
1 а1  –  3 
2 а2 – 2 
3 а3 а1 2 
4 а4 а2 2 
5 а5 а1 3 
6 а6 а3, а4, а5 7 
7 а7 а4, а5 3 
8 а8 а3, а4, а5 5 
9 а9 а6, а7 6 
10 а10 а4, а5 2 
 
Логическую структуру комплекса работ проекта удобно 
представить в виде сетевого графика (ориентированного графа, дуги 
которого обозначают элементарные работы, а узлы соответствуют 
событиям – моментам завершения одной или нескольких работ). 
Сетевой график, изображающий структуру рассматриваемого комплекса 
работ, представлен на рис. 12.1. Пунктиром обозначена фиктивная 
работа, которая введена для правильного отображения зависимости 
работ: она показывает, что работы а6 и а8 не могут начаться, пока не 
закончатся работы а4 и а5.  
Определение времени, необходимого для выполнения проекта. 
Критический путь – это наиболее протяженная по времени 
цепочка работ, соединяющая исходное и завершающее события 
сетевого графика. Длина критического пути (суммарное время 




















Рисунок 12.1 Сетевой график комплекса работ таблицы 12.1 (в скобках 
указано время выполнения работы). 
 
Обозначим: 
(i, j) – работа, соединяющая события с номерами  i  и  j; 
tij  –  время выполнения работы (i, j); 
рн
jt  – ранний срок начала всех работ, выходящих из события с 
номером j (самое раннее возможное время наступления 
события j),    ;0рн0 =t  
по
it  – поздний срок окончания работ, входящих в событие i (самое 
позднее возможное время наступления события с номером i); 
если n – завершающее событие, то  рнпо nn tt = . 
Прямой проход (определение ранних сроков начала работ). 
Начинается с первоначального события (с номером 0) и 
продолжается до тех пор, пока не будет достигнуто завершающее 
событие. Вычисление ранних сроков начала работ производится по 
формулам 










для всех i, таких, что существует работа (i, j). 
Обратный проход (определение поздних сроков окончания работ). 
Начинается с завершающего события и продолжается до тех пор, 
пока не будет достигнуто первоначальное событие. Вычисление поздних 
сроков окончания работ производится по формулам 
                  ,рнпо nn tt =  
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                  ( ) 0,,2,1,min попо K−−=−= nnjttt ijjji  (12.2) 
для всех j, таких, что существует работа (i, j). 
Используя результаты вычислений прямого и обратного прохода, 
можно выявить критические работы. Работа (i, j) принадлежит 
критическому пути, если она удовлетворяет условиям: 

















Условия (12.3) означают, что между ранним сроком начала и 
поздним сроком окончания критической работы запас времени 
отсутствует. 
Выполним вычисления для рассматриваемого примера.  
Прямой проход.  В соответствии с (12.1) 




























































Обратный проход.  В соответствии с (12.2) 
{ } { }{ } { }{ } { }





























































Условия (12.3) выполняются для работ  (0, 2), (2, 3), (3, 4), (4, 5) и 
(5, 6). В исходных обозначениях: а1, а5, а6 и а9 (работа (3, 4) – 
фиктивная). Эти работы являются критическими, остальные работы – 



















Рисунок 12.2 Критический путь для комплекса работ таблицы 12.1 
 
Продолжительность критического пути (минимальное время 
выполнения проекта) составляет 
19670335645342302кр =++++=++++= tttttT   (недель). 
Определение резервов времени. 
Обозначим: 
пн
ijt  – поздний срок начала работы (i, j) (самый поздний срок, в 
который может быть начата данная работа без увеличения 
критического пути),    
                                       ;попн ijjij ttt −=  (12.4) 
ро
ijt  – ранний срок окончания работы (i, j) (срок окончания работы 
при условии ее начала в самый ранний из возможных 
сроков), 
                                      ijiij ttt += рнро . (12.5) 
Полный резерв времени пijR  (максимальное количество времени, 
на которое можно увеличить продолжительность работы (i, j), не 
изменяя длины критического пути), определяется в соответствии с 
                                   рнпнп iijij ttR −=  (12.6) 
или                                    ijijij tttR −−= рнпоп . (12.6') 
Свободный резерв времени свijR  (максимальное количество 
времени, на которое можно увеличить продолжительность работы (i, j), 
не изменяя ранних сроков начала последующих работ), находится в 
соответствии с 
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                              ijijij tttR −−= рнрнсв . (12.7) 
У критических работ нет резервов времени: 0п =ijR , следовательно, 
и 0св =ijR . У всех некритических работ имеется полный резерв времени 
0п >ijR , хотя свободный резерв может быть и нулевым. 
Используя формулы (12.4) – (12.7), а также полученные ранее 
результаты, найдем все временные параметры сетевого графика 





























(0, 1) 2 0 2 2 4 2 0 – 
(0, 2) 3 0 3 0 3 0 0 + 
(1, 3) 2 2 4 4 6 2 2 – 
(2, 3) 3 3 6 3 6 0 0 + 
(2, 4) 2 3 5 4 6 1 1 – 
(3, 4) 0 6 6 6 6 0 0 + 
(3, 5) 3 6 9 10 13 4 4 – 
(3, 6) 2 6 8 17 19 11 11 – 
(4, 5) 7 6 13 6 13 0 0 + 
(4, 6) 5 6 11 14 19 8 8 – 
(5, 6) 6 13 19 13 19 0 0 + 
 
У некритической работы (0, 1) (в исходных обозначениях а2) 
имеется полный резерв времени 2п01 =R , но отсутствует свободный 
резерв: 0св01 =R . Это означает, что задержка в выполнении данной 
работы на срок до 2-х недель не приведет к увеличению времени 
выполнения всего комплекса работ (при условии, что не будет задержек 
в выполнении других работ). В то же время, задержка в выполнении 
этой работы приведет к изменению ранних сроков начала последующих 
работ. 
У некритических работ (1, 3), (2, 4), (3, 5), (3, 6) и (4, 6) (в исходных 
обозначениях соответственно а4, а3, а7, а10 и а8) имеется как полный, так 
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и свободный резерв времени. Это означает, что задержка каждой из 
этих работ на соответствующий срок не приведет ни к увеличению 
времени выполнения всего комплекса работ, ни к изменению ранних 
сроков начала последующих работ. 
Построение календарного графика работ 
Построение календарного графика работ выполняется на основе 
временных параметров, полученных по формулам (12.1) – (12.7). 
Календарный график для рассматриваемого проекта показан на рис. 
12.3. 
 
а4 = 2 
а2 = 2 
а3 = 2 
а7 = 3 
а8 = 2 
а9 = 2 
а1 = 3 
а5 = 3 
а6 = 7 
а10 = 6






Рисунок 12.3 Календарный график выполнения комплекса работ 
таблицы 12.1 
 
Работа а2 имеет полный резерв, равный 2 неделям, но не имеет 
свободного резерва. Поэтому ее выполнение (сплошная синяя линия на 
рис. 12.3) может начаться в любой момент из интервала 0 – 2 недели от 
начала проекта без изменения общего времени выполнения проекта, но 
любая задержка в выполнении этой работы приведет к 
соответствующему изменению сроков выполнения работы а4 (на рис. 
12.3 это отражено красным пунктиром). 
Работы а3, а4, а7, а8 и а9 имеют свободные резервы, равные 
полным резервам, поэтому их выполнение (сплошная синяя линия на 
рис. 12.3) может сдвигаться в пределах промежутков, обозначенных 
синим пунктиром, без изменения времени выполнения всего проекта и 
сроков выполнения последующих работ. 
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Работы а1, а5, а6 и а10 являются критическими, поэтому никакие 
задержки в выполнении этих работ не допускаются. 
 
При планировании и анализе проектов, включающих большое 
число работ, графическое представление теряет свою наглядность. Для 
организации вычислений временных параметров работ проекта может 
применяться формальный алгоритм, использующий в качестве 
исходных данных упорядоченную структурную таблицу работ. В 
упорядоченной таблице работы должны нумероваться так, чтобы 
каждая работа опиралась только на работы с меньшими номерами. 
В процессе упорядочения исходной таблицы всем работам 
присваиваются ранги: работе присваивается 1-й ранг, если для ее 
начала не требуется выполнения никаких других работ; работе 
присваивается k-й ранг,  k = 2, 3, …, если она опирается на работы не 
выше (k-1)-го ранга и хотя бы на одну работу (k-1)-го ранга. После 
определения рангов работам приписываются новые номера в порядке 
увеличения ранга (в пределах каждого ранга нумерация произвольна). 
Пусть дана неупорядоченная структурная таблица работ проекта – 
см. таблицу 12.3. 
Таблица 12.3 
№ п/п Работа Опорные работы Время 
1 а1  –  8 
2 а2 а1, а3 9 
3 а3 – 7 
4 а4 а1, а2, а3 5 
5 а5 – 11 
6 а6 – 7 
7 а7 а1, а4, а10 4 
8 а8 а1, а2 12 
9 а9 а3, а4, а5 10 
10 а10 а9 6 
11 а11 а7, а12 4 
12 а12 а1, а2 8 
13 а13 а4, а5, а10 10 
14 а14 а3, а4, а5 3 
15 а15 а10 5 
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Для работ из таблицы 12.3:  
• работы 1-го ранга (не опираются ни на какие работы) – это работы  
а1, а3, а5 и а6; 
• работы 2-го ранга (опираются только на работы 1-го ранга) – это а2; 
• работы 3-го ранга (опираются на работы 1-го ранга и хотя бы на 
одну работу 2-го ранга) – это а4, а8 и а12; 
• работы 4-го ранга (опираются на работы 1-го и 2-го ранга и хотя бы 
на одну работу 3-го ранга) – это а9 и а14; 
• работы 5-го ранга (опираются на работы 1-го, 2-го и 3-го ранга и 
хотя бы на одну работу 4-го ранга) – это  а10; 
• работы 6-го ранга (опираются на работы не выше 5-го ранга и хотя 
бы на одну работу 5-го ранга) – это  а7, а13 и а15; 
• работы 7-го ранга (опираются на работы не выше 6-го ранга и хотя 
бы на одну работу 6-го ранга) – это а11. 
Новая нумерация работ в соответствии с рангами показана в 
таблице 12.4; таблица 12.5 – упорядоченная структурная таблица. 
Таблица 12.4 
№ п/п Работа Опорные работы Время Ранг 
Новое 
обозначение
1 а1  –  8 1 b1 
2 а2 а1, а3 9 2 b5 
3 а3 – 7 1 b2 
4 а4 а1, а2, а3 5 3 b6 
5 а5 – 11 1 b3 
6 а6 – 7 1 b4 
7 а7 а1, а4, а10 4 6 b12 
8 а8 а1, а2 12 3 b7 
9 а9 а3, а4, а5 10 4 b9 
10 а10 а9 6 5 b11 
11 а11 а7, а12 4 7 b15 
12 а12 а1, а2 8 3 b8 
13 а13 а4, а5, а10 10 6 b13 
14 а14 а3, а4, а5 3 4 b10 






№ п/п Работа Опорные работы Время 
1 b1  –  8 
2 b2 – 7 
3 b3 – 11 
4 b4 – 7 
5 b5 b1, b2 9 
6 b6 b1, b2, b5 5 
7 b7 b1, b5 12 
8 b8 b1, b5 8 
9 b9 b2, b3, b6 10 
10 b10 b2, b3, b6 3 
11 b11 b9 6 
12 b12 b1, b6, b11 4 
13 b13 b3, b6, b11 10 
14 b14 b11 5 
15 b15 b8, b12 4 
 
Обозначим: 
n – общее число работ в упорядоченной структурной таблице; 
kmax – максимальный из рангов работ в упорядоченной структурной 
таблице; 
τi  –  время выполнения работы bi; 
рн
iτ  – ранний срок начала работы bi; 
пн
iτ  – поздний срок начала работы bi; 
ро
iτ  – ранний срок начала работы bi; 
по
iτ  – поздний срок начала работы bi; 
п
iR  – полный резерв работы bi; 
св
iR  – свободный резерв работы bi. 
Временные параметры работ определяются на основе вычислений 
прямого и обратного прохода. 
Прямой проход. 
Для работы 1-го ранга:       ,0рн =iτ   ;ро ii ττ =  
для работы k-го ранга, k = 2, 3, …, kmax, опирающейся на работы bk1, bk2, 
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…, bkm: 
               { },,,,max рoрoрoрн
21 mkkki
ττττ K=    =роiτ .рн ii ττ +  
Продолжительность критического пути находится как  
                      { }.,,,max рoрo2рo1 nT τττ K=  
Обратный проход. 
Для работы ранга kmax:    ,по Tti =   =пнiτ ;iT τ−  
для работы k-го ранга, k = kmax – 1, kmax – 2, …, 1, на которую опираются 
работы bk1, bk2, …, bkl: 
                              { },,,,min пнпнпнпо
21 lkkki ττττ K=    =пнiτ ;по ii ττ −  
для работы bi, на которую не опираются никакие работы:  
                                 ,по Tti =   =пнiτ .iT τ−  
Условие принадлежности работы bi критическому пути:  
                               ., поропнрн iiii ττττ ==  
Полный временной резерв работы bi может быть найден как 
                              .рнпнп iiiR ττ −=  
Свободный временной резерв  
для работы bi, на которую опираются работы bk1, bk2, …, bkl: 
                   { } ;,,,min рнрнрнрнсв
21 iikkki l
R τττττ −−= K  
для работы bi, на которую не опираются никакие работы: 
                      .рнсв iii TR ττ −−=  
Стоимость проекта. 
Общая стоимость проекта включает стоимость выполнения каждой 
работы, а также дополнительные (переменные или постоянные) 
расходы. Поскольку все операции должны быть выполнены, независимо 
от того, являются они критическими или нет, общая стоимость 
выполнения работ проекта – это арифметическая сумма значений 
стоимости каждой работы. 
Время выполнения некоторых работ может быть уменьшено путем 
вложения дополнительных ресурсов. Косвенное последствие этого – 
увеличение стоимости этих работ. Но если работа является 
критической, то сокращение времени ее выполнения приведет к 
сокращению общего времени выполнения проекта, и, следовательно, к 
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уменьшению накладных расходов. 
Подходы к оптимизации выполнения проекта. 
Оптимизация плана работ может выполняться после того, как 
найдены критические работы и резервы, содержащиеся в некритических 
работах. Чаще всего оптимизация выполнения проекта рассматривается 
с точки зрения одной из двух целей: 
1) минимизации общего времени выполнения проекта; 
2) минимизации общей стоимости проекта. 
 
1) Минимизация общей продолжительности проекта с минимальными 
дополнительными расходами.  
Рассмотрим следующую задачу. Комплекс состоит из n работ: а1, 
а2, …, аn, время выполнения которых t1, t2, …, tn соответственно. 
Известен критический путь, длина которого равна Т. Значение Т 
превосходит заданный срок выполнения работ комплекса Т0. 
Известно, что вложение определенной суммы х дополнительных 
средств в работу аi сокращает время ее выполнения до величины 
( ) ii txt <′ . Требуется выяснить, какие средства х1, х2, …, хn следует 
вложить в работы комплекса так, чтобы время его выполнения 
стало  0TT ≤′ ,  а сумма вложений была минимально возможной. 
Описанная постановка задачи включает две возможности:  
• время выполнения работы может постепенно уменьшаться до 
тех пор, пока не будет достигнут критический срок ее 
выполнения (наименьший возможный срок, в течение которого 
может быть выполнена данная работа);  
• время выполнения работы может быть равно либо 
стандартному, либо критическому значению, но не может 
принимать промежуточных значений. 
Обозначим:   
t*i – критический срок выполнения работы аi; 
сi – объем вложений в работу аi, обеспечивающий достижение 
критического срока; 
τi и Тi – моменты раннего начала и раннего окончания работы аi, 
соответствующие текущему количеству вложенных средств. 
В случае, когда время выполнения работы может уменьшаться 
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постепенно, задача оптимизации плана работ сводится к задаче 
математического программирования с целевой функцией  
nxxxl +++= K21   и ограничениями, определяемыми логической 
структурой комплекса работ, функциями ( )xti′ , требованием 0TT ≤′  
и, возможно, ограничениями на объемы дополнительных вложений. 
В частности, если функции ( )xti′  являются линейными, получим 
следующую задачу ЛП с переменными  х1, х2, …, хn,  τ1, τ2, …, τn 
                                min21 →+++= nxxxl K  (12.8) 
при ограничениях: 
для работ первого ранга 
                                                 0=iτ ;  (12.9) 
для работы аi  k-го ранга, k = 2, 3, …,  опирающейся на работы  
ak1, ak2, …, akm  
                             
mkikiki TTT ≥≥≥ τττ ,,, 21 K ; (12.10) 
для всех работ 






tttT ⋅−−+=τ    ,0TTi ≤    ,ii cx ≤  
                         0,0 ≥≥ iix τ . 
Рассмотрим еще раз комплекс работ, структура которого показана в 
таблице 12.1. Дополним эту таблицу сведениями о критических 
сроках выполнения работ и объемах вложений, обеспечивающих 













1 а1  –  3 2 2 000 
2 а2 – 2 1 2 000 
3 а3 а1 2 1 2 000 
4 а4 а2 2 1 2 000 
5 а5 а1 3 2 2 000 
6 а6 а3, а4, а5 7 4 4 000 
7 а7 а4, а5 3 2 2 000 














9 а9 а6, а7 6 4 3 000 
10 а10 а4, а5 2 1 2 000 
 
Предположим, что время выполнения каждой работы линейно 
зависит от объема дополнительных вложений в эту работу. Пусть 
заданный срок выполнения проекта Т0 составляет 15 недель. 
Проведенные ранее расчеты показывают, что длина критического 
пути при стандартных сроках выполнения работ составляет 19 
недель, поэтому для достижения срока Т0 требуются 
дополнительные вложения средств. Сформулировав и решив 
задачу ЛП (12.8) – (12.11) при Т0 = 15 и значениях t*i и сi, 
представленных в таблице 12.6, получим: 
            х1 = х2 = х3 = х4 = х5 = х7 = х8 = х10 = 0,  х6 = 4 000,  х9 = 1 500; 
            l = 5 500;  Т' = 15, 
т. е. для обеспечения требуемого срока выполнения проекта с 
минимальными дополнительными затратами необходимо вложить 
4 000 д. е. в работу а6 и 1 500 д. е. в работу а9. Это позволит 
сократить время выполнения работы а6 до 4 недель и работы а9 – 
до 5 недель; в связи с чем новая продолжительность критического 
пути составит ровно 15 недель – см. рис. 12.4. 
 
а3 (2)















Рисунок 12.4 Критический путь после вложения дополнительных средств 
в работы а6 и а9. 
 
При сокращении значения Т0 до 12 недель решение примет вид 
     х2 = х3 = х4 = х7 = х8 = х10 = 0, х1 = х5 =2 000,  х6 = 4 000,  х9 = 3 000; 
            l = 11 000;  Т' = 12. 
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В этом случае время выполнения работ а1 и а5 сокращается до 2 
недель, работ а6 и а9 – до 4 недель. Можно заметить, что теперь 
все критические работы комплекса выполняются в критические 
сроки, поэтому в заданных условиях дальнейшее сокращение 
времени выполнения проекта невозможно. 
Предположим, что при вложении в работу а5 3 000 д. е. критический 
срок ее выполнения может быть сокращен до 1 недели. Тогда (при 
условии вложения дополнительных средств в некоторые 
некритические работы) время выполнения проекта может составить 
менее 12 недель. При этом возможно изменение критического пути. 
Решение задачи (12.8) – (12.11) при Т0 = 11, с5 = 3 000 и t*5 = 1 
имеет вид: 
     х1 = 2 000,  х2 ≈ 683; х3 = 2 000, х4 ≈ 1 317; х5 =3 000,  х6 = 4 000,    
     х9 = 3 000;  х7 = х8 = х10 = 0;     l = 16 000,  Т' = 11; 



















Рисунок 12.5 Критические пути после вложения 16 000 д. е. 
дополнительных средств. 
 
Ситуация, когда время выполнения работы может быть равно либо 
стандартному, либо критическому значению, сводится к задаче 
целочисленного программирования  
                       min2211 →⋅++⋅+⋅= nn xcxcxcl K  (12.12) 
с ограничениями (12.9) и (12.10), а также 
                   ( ) ,* iiiiii xtttT ⋅−−+=τ    ,0TTi ≤   
                  0=ix  или  nix ii ,,2,1,0,1 K=≥= τ . 
Рассмотрим еще раз комплекс работ, представленный в таблице 
12.6. Решение задачи (12.12) с ограничениями (12.9), (12.10) и 
(12.13) 
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(12.13) при Т0 = 15 и значениях t*i и сi из таблицы 12.6, имеет вид  
            х1 = х2 = х3 = х4 = х7 = х8 = х9 = х10 = 0,  х5 = х6 = 1; 
или 
            х2 = х3 = х4 = х5 = х7 = х8 = х9 = х10 = 0,  х1 = х6 = 1; 
в обоих случаях         l = 6 000;  Т' = 15. 
Сравните этот результат с результатом, полученным при решении 
задачи (12.8) – (12.11) для этого же значения Т0.  
Предположим теперь, что в течение всего времени выполнения 
проекта имеются еженедельные накладные расходы. В этом случае 
для определения стоимости сокращения срока выполнения проекта 
следует из полученного в результате оптимизации значения l 
вычесть сумму накладных расходов за период, соответствующий 
уменьшению времени выполнения проекта. Например, пусть для 
комплекса работ, представленного в таблице 12.6, еженедельные 
накладные расходы постоянны и составляют 700 д. е. Тогда 
сокращение времени выполнения проекта до 15 недель (в случае, 
когда время выполнения работы равно либо стандартному, либо 
критическому значению) приведет к дополнительным расходам в 
сумме  6 000 – 4·700 = 3 200 (д. е.). 
2) Минимизация общей стоимости проекта.  
Рассмотрим следующую задачу. Комплекс состоит из n работ: а1, 
а2, …, аn, критические сроки выполнения которых равны t*1, t*2, …, 
t*n соответственно. Известен критический путь, длина которого 
равна Т и заданный срок выполнения проекта Т0, причем Т0 > T. 
Необходимо закончить проект к заданному сроку с минимально 
возможными затратами. Известно, что увеличение времени 
выполнения работы аi на величину ∆ приводит к высвобождению 
средств в размере ( )∆ix . Требуется выяснить, на какие величины 
∆1, ∆2, …, ∆n  следует увеличить время выполнения работ 
комплекса так, чтобы общее время выполнения проекта Т '  
удовлетворяло условию 0TT ≤′ , а сумма высвобождаемых средств 
была максимально возможной. 
Описанная постановка задачи, как и в 1), включает две 
возможности:  
• время выполнения работы может постепенно увеличиваться, 
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начиная с критического срока ее выполнения;  
• время выполнения работы может быть равно либо 
критическому, либо стандартному (увеличенному) значению, 
но не может принимать промежуточных значений. 
Обозначим:   
ti – стандартный срок выполнения работы аi; 
сi – объем средств, высвобождаемых при увеличении срока 
выполнения работы аi до стандартного; 
τi и Тi – моменты раннего начала и раннего окончания работы аi.  
Задача оптимизации плана работ может быть сведена к задаче 
математического программирования с переменными ∆1, ∆2, …, ∆n,  
τ1, τ2, …, τn и целевой функцией ( ) ( ) ( )nnxxxl ∆++∆+∆= K2211 , 
причем в случае линейности функций ( )∆ix  полученная задача 
также будет линейной.  
Пусть время выполнения работы может быть равно либо 
критическому, либо стандартному значению, но не может 
принимать промежуточных значений. В этом случае можно 
сформулировать следующую задачу ЦЛП:  
                        max2211 →⋅∆++⋅∆+⋅∆= nn cccl K  (12.14) 
при ограничениях (12.9), (12.10), а также 
                      ( ),** iiiiii tttT −⋅∆++=τ    ,0TTi ≤     
                     0=∆i  или  niii ,,2,1,0,1 K=≥=∆ τ . 
Если в стоимость проекта помимо стоимости выполнения работ 
входят также накладные расходы, то величину этих расходов (за 
период, соответствующий увеличению времени выполнения 
проекта) следует учитывать в выражении, определяющем целевую 
функцию.  
12.2 Задание для самостоятельного выполнения 







Время (дни) Стоимость (тыс. д. е.) 







Время (дни) Стоимость (тыс. д. е.) 
стандартное критическое стандартная критическая
1 А – 4 2 10 15 
2 B – 2 1 11 17 
3 C А 2 1 4 6 
4 D С 6 3 17 20 
5 E В, С 8 5 6 10 
6 F D 14 9 16 24 
7 G F 4 3 6 8 
8 H G 3 2 3 5 
9 I F 2 1 2 3 
10 J E, H 12 6 11 16 
11 K I 3 2 3 5 
12 L F, J 2 1 2 3 
13 M F 5 2 2 3 
14 N L, M 7 5 9 12 
15 O G, J 5 2 2 3 
16 P O 7 3 4 7 
17 Q I, P 2 1 2 3 
18 R P 14 6 7 12 
19 S I, N 10 7 12 18 
20 T S 4 2 10 15 
 
Известно, что накладные расходы (стоимость строительной 
площадки) составляют  1 тыс. д. е. в день. 
1. Построить сетевой график комплекса работ. 
2. Написать программу, которая позволяет 
а) упорядочить структурную таблицу; 
б) определить время Tст, минимально необходимое для 
завершения всего проекта при условии стандартной стоимости 
всех работ; 
в) определить критические работы; 
г) для некритических работ определить временные резервы 
(полный и свободный резервы); 
д) построить календарный график выполнения работ; 
е) определить стоимость проекта при условии выполнения всех 
работ в стандартные сроки; 
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ж) определить время Tкр, минимально необходимое для 
завершения всего проекта при условии, что все или часть работ 
выполняются в критические сроки. 
Входные данные – исходная (неупорядоченная) структурная таблица. 
3. Выполнить все расчеты, указанные в задании 2, используя данные 
таблицы 12.7. 
4. Пусть заданный срок выполнения проекта составляет  T0 = Tст – 10 
(дней). Определить, какие средства следует вложить в работы 
комплекса так, чтобы время его выполнения стало 0TT ≤′ , а сумма 
вложений была минимально возможной 
а) предполагая, что время выполнения работы линейно зависит от 
величины вложенной суммы и может постепенно уменьшаться 
до своего критического значения; 
б) предполагая, что время выполнения работы может быть равно 
либо стандартному, либо критическому значению, но не может 
принимать промежуточных значений. 
Для этого сформулировать и решить соответствующие задачи 
математического программирования. Найти стоимость выполнения 
проекта, соответствующую условиям а) и б), и сравнить ее со 
стандартной стоимостью. 
5. Предположим, что общее время выполнения проекта должно быть 
минимально возможным. Выяснить, какие работы необходимо 
выполнять в критические сроки, а для каких работ сроки выполнения 
могут оставаться стандартными. Определить минимальную 
стоимость проекта при условии завершения его в кратчайший срок. 
Построить соответствующий календарный график выполнения работ. 
6. Предположим, что требуется выполнить проект с минимально 
возможными затратами (с учетом накладных расходов). 
Сформулировать соответствующую задачу математического 
программирования, предполагая, что работы могут выполняться либо 
в стандартные, либо в критические сроки. Решить полученную задачу, 
определить общее время выполнения проекта и построить 
соответствующий календарный график выполнения работ. 
7. Оформить отчет. Содержание отчета: 
7.1. Сетевой график комплекса работ. 
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7.2. Результаты расчетов, указанных в заданиях 2, 3. 
7.3. Модели математического программирования, указанные в 
задании 4, и результаты их исследования (распределение 
дополнительных средств по работам проекта, итоговая 
стоимость проекта и общее время его выполнения). 
7.4. Модель математического программирования, формализующая 
задание 5, и результаты ее исследования (календарный график 
выполнения работ проекта и соответствующая стоимость 
проекта). 
7.5. Модель математического программирования, указанная в 
задании 6, и результаты ее исследования (календарный график 
выполнения работ проекта, соответствующие значения 
стоимости и продолжительности проекта). 
 
13 Планирование и анализ проектов в условиях риска 
13.1 Указания к выполнению задания 
Постановка задачи 
Пусть дана структурная таблица работ проекта, которая для 
каждой элементарной работы определяет перечень ее опорных работ; 
время выполнения каждой работы является случайной величиной. 
Предположим, что эта случайная величина характеризуется тремя 
оценками: 
? оптимистической оценкой а времени выполнения работы (в 
предположении, что данная работа будет выполняться максимально 
быстро), 
? пессимистической оценкой b времени выполнения работы (в 
предположении, что данная работа будет выполняться максимально 
долго), 
? наиболее вероятной оценкой m времени выполнения работы (в 
предположении, что данная работа будет выполняться в 
нормальном режиме). 
Наиболее известный метод решения задач, связанных с анализом 
и оптимизацией таких проектов – метод оценки и пересмотра 
проектов (Project Evaluation and Review Technique – РERT). В 
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соответствии с этим методом, для каждой работы определяются 
математическое ожидание и дисперсия времени ее выполнения. Далее 
могут использоваться алгоритмы анализа проектов, описанные в п. 12.1, 
в которых детерминированное время выполнения работы заменено 
математическим ожиданием соответствующей случайной величины. В 
частности, может быть найдено ожидаемое значение и дисперсия 
времени выполнения всего проекта, критические работы и т. д. 
Вычисление математического ожидания и дисперсии времени 
выполнения работ основано на предположении, что время выполнения 
каждой отдельной работы может быть приближенно описано с помощью 
β-распределения. Исходя из этого предположения, для работы с 
номером i, i = 1, 2, …, n, ожидаемое время выполнения it  и дисперсия 
2
iσ   определяются в соответствии с правилом 






⎛ −=++= iiiiiii abbmat σ  (13.1) 
Если дополнительно предположить, что сроки выполнения работ 
проекта являются независимыми случайными величинами, то общее 
время выполнения проекта Т может быть приближенно описано 
нормальным законом распределения, причем ожидаемое значение 
продолжительности проекта T  определяется как сумма математических 
ожиданий длительности критических работ, а дисперсия 2σ  – как сумма 
их дисперсий. После получения этих оценок может быть найдена 
вероятность завершения проекта к заранее установленной дате: 


















1  (13.2) 
где F0 – функция распределения нормированного нормального закона (с 
математическим ожиданием, равным нулю и средним квадратическим 
отклонением, равным 1).  
Говоря точнее, формула (13.2) дает вероятность завершения всех 
работ, отнесенных к числу критических на основе ожидаемых значений 
их продолжительности (оптимистическую оценку вероятности 
завершения проекта к заданному сроку). Следует учитывать, что 
случайное увеличение длительности работы, не отнесенной к числу 
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критических на основе ожидаемых значений продолжительности, может 
сделать эту работу критической. Поэтому важно исследовать пути, 
ожидаемая продолжительность которых близка к критической. 
Исследование таких путей выполняется аналогично исследованию 
критического пути. Для вычисления средней (ожидаемой) длины пути 
достаточно сложить ожидаемые значения длительности работ, из 
которых он состоит. Дисперсия продолжительности пути может быть 
найдена как сумма дисперсий этих работ. Для оценки вероятности 
завершения пути к заданному сроку может быть использована формула, 
аналогичная (13.2), с соответствующей заменой значений T  и σ. 
Произведение этих вероятностей для всех путей, идущих от начала 
проекта к его концу, и имеющих ожидаемую продолжительность, 
близкую к критической, дает заниженную (пессимистическую) оценку 
вероятности завершения проекта к заданному сроку.  
Пример выполнения расчетов 
Рассмотрим структурную таблицу работ по реализации некоторого 
проекта – см. таблицу 13.1. 
Таблица 13.1 
№ п/п Обозначение Опорные работы
Время выполнения (недели)
ai mi bi 
1 A –  1,5 2 2,5 
2 B A 2 2,5 6 
3 C – 1 2 3 
4 D C 1,5 2 2,5 
5 E B, D 0,5 1 1,5 
6 F E 1 2 3 
7 G B, D 3 3,5 7 
8 H G 3 4 5 
9 I F, H 1,5 2 2,5 
 
Ожидаемые сроки выполнения работ и соответствующие 
дисперсии, вычисленные по формулам (13.1), показаны в таблице 13.2. 
Таблица 13.2 
№ п/п Обозначение Ожидаемое время выполнения (недели) Дисперсия 
1 A 2 1/36 
 115
№ п/п Обозначение Ожидаемое время выполнения (недели) Дисперсия 
2 B 3 16/36 
3 C 2 4/36 
4 D 2 1/36 
5 E 1 1/36 
6 F 2 4/36 
7 G 4 16/36 
8 H 4 4/36 
9 I 2 1/36 
 
Ожидаемое время выполнения всего проекта может быть найдено 
как длина критического пути комплекса работ, в котором время 
выполнения работ совпадает с ожидаемыми значениями, 
представленными в таблице 13.2. Длина критического пути и 
критические работы определяются в соответствии с алгоритмом, 
описанным в п. 12.1.  
Для рассматриваемого примера критическими являются работы A, 
B, G, H и I, ожидаемое время выполнения проекта T  составляет 15 
недель. Сетевой график проекта с выделенным критическим путем 
показан на рис. 13.1. Дисперсия времени выполнения проекта 
определяется как сумма дисперсий времени выполнения критических 
работ: 




1416161222222 ≈=++++=++++= IHGBA σσσσσσ  
среднее квадратическое отклонение равно 




G (4)D (2) 5
I (2) 
А (2) 1 
2 
7 30 





Рисунок 13.1 Сетевой график комплекса работ таблицы 13.1 (в скобках 
указано ожидаемое время выполнения работы). 
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Найдем оптимистическую вероятность того, что время выполнения 
проекта составит не более 16 недель. В соответствии с (13.2), 




⎛ −=≤ FFTP  
Значение функции F0 может быть найдено по таблице стандартного 
нормального распределения или с помощью MS Excel (функции 
НОРМСТРАСП или НОРМРАСП). Соответственно, вероятность 
превышения заданного срока в 16 недель составит 
                   ( ) ( ) .165,016116 =≤−=> TPTP  
Исследуем пути, ожидаемая длительность которых отличается от 
критической не более чем на две недели. В данном примере существует 
только один такой путь. Это путь, включающий работы C, D, G, H и I, 
ожидаемая длительность которого составляет 14 недель, дисперсия 
равна 26/36, а среднее квадратическое отклонение составляет 0,85 
недели. Вероятность завершения этого пути в течение 16 недель 
составит 




⎛ −=≤ FFTP  
Для получения пессимистической оценки вероятности завершения 
проекта в течение 16 недель необходимо перемножить вероятности 
завершения в течение этого срока путей ABGHI и CDGHI (для остальных 
путей отличие ожидаемой продолжительности от критической более 
значительно, вследствие чего соответствующие вероятности близки к 1). 
Искомая оценка составит   0,835·0,99 = 0,827. 
13.2 Задание для самостоятельного выполнения 
Дана структурная таблица работ небольшого строительного 
проекта. 
Таблица 13.3 
№ п/п Обозначение Опорные работы
Время выполнения (дни) 
ai mi bi 
1 A –  2 3 6 
2 B – 1 2 4 
3 C A 1 2 4 
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№ п/п Обозначение Опорные работы
Время выполнения (дни) 
ai mi bi 
4 D C 3 5 9 
5 E B, C 5 7 11 
6 F D 9 12 18 
7 G F 3 4 6 
8 H G 2 3 5 
9 I F 1 2 4 
10 J E, H 6 10 16 
11 K I 2 3 5 
12 L F, J 1 2 4 
13 M F 2 4 8 
14 N L, M 5 7 10 
15 O G, J 2 3 7 
16 P O 3 5 10 
17 Q I, P 1 2 4 
18 R P 6 10 18 
19 S I, N 7 9 13 
20 T S 2 4 6 
 
1. Модифицировать программу, созданную при выполнении задания 
12.2, для выполнения следующих действий: 
а) определения ожидаемых сроков выполнения работ и 
соответствующих дисперсий; 
б) определения ожидаемого времени выполнения проекта и 
дисперсии этой величины; 
в) определения путей, ожидаемая длина которых отличается от 
ожидаемого времени выполнения проекта не более чем на 
заданную величину и дисперсии продолжительности каждого 
такого пути. 
Входные данные: структурная таблица, которая для каждой 
элементарной работы определяет перечень ее опорных работ, а 
также оптимистическую, пессимистическую и наиболее вероятную 
оценку времени выполнения; допустимое отклонение от длины 
критического пути. 
2. Выполнить расчеты, указанные в задании 1, используя данные 
таблицы 13.3. Допустимое отклонение от длины критического пути 
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принять равным 5 дням. 
3. На основе полученных в задании 2 оценок длительности критического 
пути определить оптимистическую оценку вероятности того, что 
время выполнения проекта не превысит 70 дней. 
4. Определить срок, для которого оптимистическая оценка вероятности 
завершения проекта составит 
а) 0,9; 
б) 0,99. 
5. Для каждого из путей, ожидаемая длительность которых отличается 
от длины критического пути не более чем на 5 дней, определить 
вероятность того, что время завершения пути не превысит 70 дней. 
Перемножив эти вероятности, получить пессимистическую оценку 
вероятности завершения проекта в течение 70 дней. 
6. Оформить отчет. Содержание отчета: 
6.1. Результаты расчетов, указанных в задании 1, для исходных 
данных таблицы 13.3. 
6.2. Оптимистическая оценка вероятности того, что время 
выполнения проекта не превысит 70 дней (привести все 
необходимые расчеты). 
6.3. Сроки выполнения проекта, указанные в задании 4 (привести все 
необходимые расчеты). 
6.4. Пессимистическая оценка вероятности того, что время 
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